内 容 简介 


本 书 介 绍 张 量 的 基本 概念 . 张 量 代 数 , 张 量 分 析 及 应 用 ，、 并 与 力学 实 僻 
相 结 合 ， 使 具备 向 量 代 数 基本 知识 的 读者 ， 可 以 阅读 本 书 的 主要 内 容 。 全 
书 分 六 章 ， 包 括 第 卡尔 张 最 的 基本 运算 ， 普 遍 张 重 的 理论 和 计算 ， 张 量 的 
某 些 应 用 。 

读者 对 象 ， 高 等 院 校 的 大 学 生 、 研 究 生 、 教 师 和 科技 工作 者 。 


序 


近来 ， 张 量 分 析 的 理论 越 来 越 多 的 引起 了 力学 工作 者 和 科技 
工作 者 的 注意 。 在 物理 、 力 党 及 科技 图 书 中 ， 在 教材 中 ， 在 文献 
杂志 中 ， 越 来 越 多 的 作者 不 同 程度 的 应 用 了 张 量 分 析 和 指标 表示 
”法 。 日 前， 高 寺院 校 的 某 举 专业 在 高 年 级 大 学 生 和 研究 生 中 增加 
了 张 量 分 析 课 程 的 内 容 。 

有 关 张 量 的 书 ， 中 文 版 的 很 少 ， 又 由 于 张 量 的 抽象 和 记号 的 
繁杂 ， 给 渴望 学 习 这 方面 知识 的 读者 带 来 了 很 大 的 困难 ， 硕 望 有 
一 本 适合 他 们 的 书 。 本 书 就 是 为 了 满足 这 方面 的 需要 ， 根 据 近年 
来 的 教学 实践 编写 的 。 

在 编写 中 努力 化 抽象 为 具体 ， 做 到 概念 清楚 ， 通 俗 易 懂 ， 从 
向 到 和 车， 由 浅 入 深 ， 并 与 力学 实例 相 结 合 ， 使 具备 向 量 代数 基本 
知识 的 读者 可 以 阅读 本 书 的 主要 内 容 。 一 些 地 方 还 把 张 量 符号 用 
矩阵 对 照 与 出 这 不 是 张 量 本 身 的 需要 ， 而 且 一 般 情 况 也 不 可 能 
做 到 ， 但 对 开始 部 冰 张 量 是 有 总 的 。 

本 书 共 分 六 章 ， 书 后 有 一 章 关 于 向 量 代 数 基本 知识 的 附 采 ， 
人 过 这 部 分 内 容 的 读者 参考 。 


一 车 讲 述 笛 卡 尔 张 量 的 基本 运算 。 
一 生计， 包括 张 量 代数 
和 张 量 分 析 。 
六 齐 是 张 量 的 某 些 应 用 ， 包 括 曲线 坐标 、 曲 面 ， 以 及 弹性 


第 
力学 基本 方程 的 变换 。 

其 中 ， 笠 卡尔 张 量 可 以 作为 独立 的 一 章 ， 对 于 那些 只 需 简 单 
了 解 一 下 张 量 基 本 知识 的 读者 ， 读 了 这 一 章 也 就 够 了 。 它 也 可 以 
作为 阅读 后 面 普遍 张 量 的 引子 。 但 是 ， 第 二 章 以 后 的 内 容 并 不 以 
第 一 齐 为 基础 ， 所 以 ， 也 可 以 直接 从 第 二 章 读 起 。 
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本 书 可 供 高 等 院 校 大 学 生 、 研 究 生 、 教 师 和 科技 工作 者 杂 
考 。 

唐 立 民 教 按 寓 疗 了 书稿 并 提出 了 许多 宝 中 意见， 在 此 表示 家 
心 的 感谢 。 凡 恩 开 同志 精心 描绘 了 爹 书 插图 ， 也 深 表 谢意 。 

由 于 时 间 拓 促 ， 水 平 所 限 ， 执 点 、 错 误 和 不 当 之 处 在 所 难 
免 9 欢迎 批评 指正。 
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在 力学 、 几 何 和 物理 中 ， 有 许多 量 只 有 用 张 量 才能 描写 清 
楚 ， 或 者 说 这 一 类 物理 量 或 几何 量 在 数量 关系 的 本 质 上 就 是 张 
量 ， 它 们 是 自然 的 和 谐 。 这 就 如 同 我 们 必须 用 疝 量 搞 述 力 、 速 度 
和 加 速度 一 样 。 实 际 上 ， 张 量 的 应 用 比 我 们 熟悉 的 向 量 和 标量 广 
沁 得 多 ,后 者 只 是 张 量 最 简单 的 特例 .就 我 们 所 熟悉 的 物理 量 或 几 
何 量 里 ， 可 以 举 出 许多 张 量 的 例子 ， 例 如 ， 在 弹性 力学 中 表征 一 
反应 力 状态 和 应 变 状态 的 是 应 力 张 量 和 应 变 张 量 ， 表 征 弹 性 性 质 
的 是 弹性 张 量 ， 在 曲面 几何 中 表征 曲面 几何 性 质 的 是 曲率 张 量 等 
等。 

张 量 《Lensor) 的 研究 可 以 追溯 到 很 早 ， 一 开始 是 由 高 斯 
《Gauss) 、 黎 曼 (Riemann) 和 克 里 斯 托 夫 (Christoffel) 
在 发 展 绝 对 微分 几何 学 时 提出 来 的 。1892 年 意大利 数学 家 称奇 
(Ricci) 发 表 了 一 篇 系统 报告 谓 述 绝对 微分 方法 和 紧 次 表示 方 
法 。1901 年 黎 奇 和 它 的 学 生 ， 另 一 位 意大利 数学 家 列 维 一 齐 维 他 
(Levi-Civita》 对 张 量 分 析 的 算法 给 出 了 进一步 阐述 。 然 而， 
这 门 学 科 变 成 通常 所 说 的 张 量 分 析 ， 那 是 在 1916 年 爱国 斯 坦 、 
《上 insteina) 给 它 以 这 个 名 称 之 后 。 在 这 之 前 ， 由 于 张 量 分 析 
看 起 来 相当 繁琐 ， 很 少 得 到 应 用 。1915 年 爱 因 斯 坦 发 表 了 广义 相 
对 论 ， 从 数学 工具 上 黎 奇 的 张 量 分 析 起 了 基本 作用 。 爱 因 斯 坦 从 
1908 年 发 表 狭 义 相 对 论 到 1915 年 发 表 广义 相对 论 经 历 了 七 年 的 时 
闻 ， 在 谈 到 这 个 问题 时 他 写 到 ，“ 为 什么 还 需要 七 年 才能 建立 广 
义 相对 论 呢 ? 主要 的 原因 在 于 不 那么 容易 从 坐标 必须 有 一 个 直接 
的 下 度 意义 这 一 概念 中 解脱 出 来 。” 正 是 张 量 分 析 这 一 有 力 工 具 
极 好 的 畏 述 了 这 一 新 的 思想 。 这 就 重新 引起 了 人 和 人们 对 张 量 研究 的 
兴趣 ， 从 而 促进 了 张 量 分 析 的 进一步 发 展 ， 此 后 ， 张 量 分 析 在 理 
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论 物 理 的 发 展 上 起 了 重要 作用 。 

张 量 这 个 名 词 本 身 表明 它 来 源 于 弹性 力学 。 但 是 ， 在 很 长 一 
段 时 间 弹 性 力学 里 用 得 很 少 ， 多 数 情况 下 只 不 过 是 有 个 张 量 的 名 
词 而 已 。 在 近 一 、 二 十 年 ， 情 况 有 所 变化 ， 一 方面 是 张 量 分 析 这 
门 学 科 本 身 经 历 了 明显 变化 ， 它 朝 着 两 个 极端 的 方向 发 展 ， 一 个 
方向 是 为 抽象 数学 服务 的 ， 一 个 方向 是 为 应 用 学 科 服务 的 ， 后 者 
满足 了 力学 学 科 发 展 的 需要 ， 另 一 方面 是 力学 工作 者 普遍 地 认识 
到 张 量 分 析 在 连续 介质 力学 中 的 用 途 。 近 来 ， 在 物理 、 力 学 的 科 
技 书 和 教科 书 中 ， 在 科技 文献 中 越 来 越 多 的 作者 应 用 了 张 量 分 析 
和 指标 表示 法 。 正 如 美国 普林斯顿 大 学 爱 林 根 (A.C.Eringen) 
教授 所 指出 的 ，“ 今 日 ， 如 果 你 对 张 量 分 析 没有 一 定 程度 的 通 
晓 ， 你 就 不 能 攻读 大 部 分 文献 ”。 所 以 ， 作 为 一 个 敏锐 的 数学 工 
具 ， 张 量 分 析 对 于 许多 部 门 的 科技 工作 者 ， 特 别 是 力学 工作 者 是 
不 可 少 的 。 

张 量 的 应 用 在 某 种 程度 上 是 为 了 把 方程 写 得 简洁 、 紧 次 。 然 
而 ， 绝 不 止 于 此 。 因 为 ， 自 然 规律 在 本 质 上 具有 广义 的 协 变性 ， 
因而 物理 定律 或 基本 方程 式 不 应 依赖 于 坐标 系 ， 或 者 说 应 该 存在 
着 各 种 坐标 系 都 成 立 的 描述 物理 规律 的 基本 方程 式 ， 这 是 物理 学 
的 一 个 基本 假设 ， 正 是 张 量 分 析 这 一 工具 提供 了 实现 这 一 设想 的 
可 能 性 。 正 如 量 纲 分 析 在 处 理 模型 实验 上 非常 有 效 一 样 ， 张 量 分 
析 在 处 理 坐 标 上 也 是 非常 有 效 的 。 虽 然 , 张 量 分 析 的 研究 是 在 坐标 
系 中 进行 的 ， 但 是 ， 物 理 问题 的 基本 方程 式 写 成 张 量 方程 的 形式 
后 ， 它 就 不 再 依赖 于 某 个 特定 的 坐标 系 了 。 同 时 ， 利 用 张 量 这 一 
有 效 的 工具 后 对 物理 问题 的 认识 也 更 加 深刻 了 。 
当然 ， 由 于 张 量 比较 抽象 、 形 式 化 以 及 记号 的 繁杂 ， 有 时 又 
会 使 人 们 不 去 注意 问题 的 物理 实质 ， 这 是 应 当 注 意 的 。 另 外 ， 利 
用 张 量 处 理 简单 问题 时 ， 似 乎 显得 麻烦 和 不 便 ， 然 而 在 处 理 过 于 
复杂 或 不 易 直 观 化 的 问题 ， 例 如 非 线性 问题 时 ， 张 量 分 析 则 显得 
十 分 秽 单 有 力 。 

张 量 的 严格 定义 见 第 二 章 第 四 节 。 从 概念 上 ， 如 果 表 示 同 一 


es 3 。 


抽象 事件 的 总 计量 与 坐标 系 无 关 ， 这 个 总 计量 就 是 张 量 。 例 如 ， 
应 力 张 量 就 是 对 一 点 应 力 状 态 的 总 计量 。 用 向 量 (也 称 为 一 阶 张 
量 ) 来 说 明 就 更 清楚 了 ， 一 点 受到 外 力作 用 的 总 计量 就 是 力 向 
量 ， 显 然 ， 力 向 量 是 不 随 坐 标 系 而 变 的 ， 如 果 解 析 地 用 三 个 分 量 
表示 该 力 ， 当 坐标 系 变化 时 各 分 量 也 变化 ， 然 而 作为 总 计量 的 力 
向 量 并 未 变 。 

作为 一 门 学 科 ， 张 量 分 析 的 内 容 可 以 相当 的 广泛 。 本 书 从 一 
开始 就 限于 绝对 张 量 的 范围 ， 未 涉及 相对 张 量 的 问题 ， 所 以 书 中 
“ 张 量 ” 均 指 “ 绝 对 张 量 ”,。 另 外 ， 除 了 欧 几 里 德 空 间 (Euclid)， 
本 书 还 涉及 到 了 黎 曼 空间 问题 ， 但 未 涉及 非 黎 曼 空 间 等 更 广泛 的 
问题 ， 这 些 已 超出 本 书 的 范围 ， 读 者 可 以 参看 有 关 著 作 * 。 


*) 例 如 ，《 张 量 分 析 》，A.C 。 爱 林 根 著 ， 钱 伟 长 译 ， 江 苏 科学 技术 出 版 社 出 
了 琢 ，198&1。 


第 一 章 ” 黎 卡 尔 (Descartes) 张 量 


本 章 讨论 一 类 特殊 的 张 量 ， 称 为 笛 卡 尔 张 量 ， 简 称 卡 氏 张 
量 。 ， 


第 一 节 ”指标 表示 法 


一 、 指 标 标 号 。 自 由 指标 


一 个 物理 量 或 几何 量 ， 如 果 是 由 一 个 实数 值 (或 空间 后 ) 的 
函数 所 确定 的 ， 就 称 这 个 物理 量 或 几何 量 为 数量 或 标量 。 例 茵 沟 
理学 中 的 功 和 能 ， 几 何 学 中 的 长 度 或 距离 。 标 量 用 一 个 字母 就 可 
以 表示 ， 例 如 上 ，? 等 。 

实际 上 ， 不 少 的 物理 其 或 几何 量 不 能 用 一 个 标量 函数 来 扩 
网 而 必须 用 一 组 标量 函数 来 扫 还 ， 其 中 的 每 一 个 标量 都 称 为 这 

总 量 的 分 量 ， 分 量 与 坐标 系 的 选择 有 关 。 

例如 ， 一 个 向量 必须 由 三 个 分 量 表示 ， 区 时 已 下 这 三 个 分 
量 ， 这 个 向 量 也 就 被 确定 了 。 力 问 量 可 以 用 三 个 分 量 一 。 p, 
P, 表 示 ， 位 移 问 量 可 以 用 4 ， ~ ， 了 包 表 示 等 等 。 至 于 用 什么 字 
母 表 示 这 些 量 痢 是 无 关 紧 要 的 ， 只 是 习惯 问题 。 

表 如 ， 弹 性 力学 中 一 点 的 应 力 状态 是 一 个 张 量 ， 称 为 应 力 张 
量 ， 它 是 用 九 个 应 力 分 量 0,，0,，0, Toyy Tryzy Tor ToyyT ys) 
Tr-: 表 示 的 。 

以 后 ， 为 了 书写 简洁 ， 在 张 量 记 法 中 采用 带 有 文字 指标 标号 
的 字母 来 表示 这 些 量 ， 在 卡 氏 张 量 中 只 采用 下 标 标 号 和 的 字母 下 
示 。 例 如 : 

馈 卡 尔 直角 坐标 系 中 的 坐标 采用 记号 


T= TXT, T= YY T= 2 


站 
并 记 为 
Zi 1 三 1,2,3 
基 问 量 采 用 记号 
@=i, ee,=j], es=k 
式 中 ，ei，e:，e: 都 是 单位 向 量 ， 可 记 为 
ei， 1 二 1,2,3 
实际 上 ， 任 何 一 个 向 量 都 可 以 用 三 个 分 量 表示 ， 并 记 为 
dad,, i1=1,2,3 
今后 说 到 向 量 c, 就 表示 
0 一 Ciei 十 Ge 十 Gses 
其 中 ，ai=G:， as 一 av， 4s 二 4,。 
类 似 地 ， 一 个 二 阶 张 量 ， 例 如 应 力 张 量 可 以 用 带 有 两 个 下 标 
字母 的 量 表示 ， 记 为 
Os 1,)=1,2,3 
它 表 示 九 个 分 量 ， 901 二 0,, 二 0;，012 王 Ow 三 T ry*'*o 
上 而 字母 中 的 文字 指标 ， 例 如 i ,，7 称 为 自由 指标 。 在 三 维 
空间 中 每 个 自由 指标 可 以 取 值 1，2，3 中 的 任何 一 个 ， 二 维 空 
间 中 只 能 取 1 或 2。 例 如 ， 在 0,; 中 取 i = 2，j = 1 表示 o,; 中 
的 cc; 分 量 。 在 不 给 定 标 号 的 具体 数值 时 ， 表 示 每 个 指标 换取 1， 
2，3 (三 维 空间 ) 或 1，2 (二 维 空 间 ) ， 今 后 一 般 不 再 注 明 
指标 的 范围 ， 如 c, 就 表示 Gil， Clo，…… 等 共 九 个 分 量 。 
显然 ， 改 变 自 由 指标 的 字母 不 会 影 啊 它 的 省 义 ， 例 如 a ,也 可 
以 记 为 Ce 它们 都 表示 al， as，as。 但 是 ， 在 一 个 方程 式 中 ， 各 
项 里 的 相同 指标 不 能 单独 任意 改变 ， 可 以 同时 作 相 同 的 改变 。 例 
Mn oa, 一 D， 十 C， 也 可 以 写 为 ax 一 5 十 c ,等 等 ， 它们 都 表示 三 个 方 


程 ; Ci 一品 十 cl Qa,= 0,+ cc,, as= bs cso 


二 、 求 和 约定 。 哑 标 
在 张 量 运 算 中 ， 常 常 避 到 求 和 。 人 例如， 坐标 变 换 


1 一 Gi71 十 G1l272 十 G187s 


< 一 02171 十 Goo72 十 G2373 
5 一 03sl21 十 Gs272 十 Gss7s 


通 第 可 用 各 号 记 为 


3 


Er 1 二 1,2,3 


i=1 


在 张 量 记 法 中 ， 为 了 简便 ， 约 定 ， 在 一 个 单项 式 中 ， 同 一 个 
指标 重复 出 现 两 次 ， 表 示 将 该 指标 按 顺 序 1 ， 2 ， 3 轮换 求 和 。 


根据 这 一 约定 ， 上 式 可 以 省 略 求 和 记号 > ， 直 接 记 为 


;一 Qi1T) (1—1) 
在 单项 式 中 重复 出 现 的 指标 称 为 求 和 指标 或 “ 哑 标 ”。 咀 标 
字母 可 以 任意 改变 ， 如 上 式 也 可 以 记 为 5 二 ais7s。 因 为 i 按 1， 
2， 3 取 值 ， 所 以 式 (1 一 1) 共 表 示 三 个 等 式 。 
再 如 ， 根 据 求 和 约定 ， 有 
a.b,=ab,+a,.b,+asbs 
0,,=0 二 Os 二 + 0s 
CE 一 Ci 一 GCC 十 Ge 十 G5eC3 


等 等 。 


三 、 克 罗 内 克 尔 (Kroneker) 8 记号 


1， 当 1 二 了 
011 = , (1\—2) 
0， 当 i 天] 
6,; 的 性 质 和 作用 ， 示例 如 下 : 
li, Oii=6011+ 022+ 6084= 3 (1 一 3) 
2. 00460841 一 Gi (1 一 4) 
3. ;0 一 G; 一 (1 —5) 
4. OijOj6r 一 Gil (1 一 6) 
5 


QiOri 一 Gy (1 一 7》 


多 7 . 
6, a,i0ii=9,; (1 一 8) 
7. G;G;， 一 G) (1—9) 


用 直接 展开 法 极 易 证 明 上 述 各 式 。 利 用 这 些 性 质 表示 公式 是 方 
便 的 ， 从 下 面 的 例子 可 以 看 出 。 
8 者 0 一 0，azz=0，0ss=0， 而 其 余 分 量 为 零 ， 其 中 0 
为 常数 。 这 时 ， 大 个 分 量 可 以 用 一 个 公式 统一 表示 为 
Oj= O00 (1 —10) 
9， 车 S11 二 011~0,， 932 二 002 一 0，93s 二 0ss 一 0，51, 二 
Olsy O21= Os os 一 Oo Oss=032 5 一 0s is 一 Oils 共 九 


个 方程 ， 可 以 通过 6;; 用 一 个 方程 表示 为 


Vii= 0 O00 (1 一 11) 

10。0i57127 一 47 一 GD 一 4 
= (aij— A606, 7 (1 一 12) 
态 外 ， 人 镍 卡尔 直角 尝 标 系 中 的 单位 基 疝 量 闻 的 关系 可 表 为 
eiei 一 0i (1 一 13) 


四 、 列 维 一 齐 维 塔 (Levi~-Civita) 符号 


亦 称 黎 麻 《〈Ricci) 符号 或 置换 符号 ， 用 记号 ej 表示 ， 共 
27 个 分 量 ， 定 义 为 


1 ， 若 (六 有 为 循环 序列 ， 
2 ij 一 一 1 9 大 (i,7,R) 为 逆 循 环 序 列 ， (1 —]4) 
0， 若 (i,7,&) 为 非 循环 序列 。 


党 明 ， 
i， 循环 序列 ， i ， 了 ，A 不 取 相 同 值 且 按 如 顺序 排 
列 。 亦 即 


13 一 2>31 一 Csl2 一 工 《1 一 15) 


2. 着 循环 序列 ，; ， j ， 不 取 相 同 什 且 按 状 》 顺序 排 


学 六 如 


列 。 亦 兄 
es21= E213= E1132 1 (1C—16) 
3.. 非 循 环 序列 ，i，j ，k 中 有 两 个 以 上 的 指标 取 相 同 值 
者 。 例 如 
el 一 2 一 Cg 一 … 一 1 ( 1 —17) 
4， 奇 置换 和 偶 置 换 : 在 ; ,7 ，k 的 具体 序列 中 将 指标 顺序 
做 奇数 次 调换 为 奇 置换 ， 做 偶数 次 调换 为 偶 置 换 。 例 如 ，eaks 是 
el2s 的 奇 置 换 ，8esi* 是 elzs 的 偶 置 换 等 等 。 从 式 (1 一 15), (1 一 
16) 看 出 ， 序 列 的 偶 置 换 仍 属于 原 序 列 的 集合 ， 循 环 序 列 的 奇 
置换 变 为 道 循环 序列 ， 逆 循环 序列 的 奇 置 换 变 为 循环 序列 ， 非 徙 
环 序列 的 任何 置换 都 是 非 循环 序列 。 
利用 置换 符 导 可 以 简化 公式 ， 示 例如 下 : 
1. 表示 行列 式 。 
设 害 阵 La,;] 的 行列 式 为 4， 即 
CI CI CC13 
G21 422 423 (a) 


Gs! Us» U33 


I 二 


展开 得 
4 三 ClIG220ss 十 G1s0310s TT G12023081 G18022081 
一 CildzsG32 一 4 和 12C21G3s 
利用 式 〈1 一 14) ， 上 式 可 写 为 
dCi128011022038 + E312013021032 | €231012023081 
T E3210Q1390 20831T C1320110 23032 + E21301021088 
即 
UE sR (1 一 18) 
” 交 淡 行列 式 (a 〉 中 的 任意 两 行 ， 行 列 式 的 值 变 号 ， 例 如 
Gs Gs, G | 
dil dir Gls ,一 4 (5b) 
G31 4s U33 


可 记 为 


e213C4 一 Cijkd2rQG11G3e 
对 行列 式 a》 的 行进 行 奇数 次 交换 ， 行 列 式 的 值 为 - a ， 侦 数 
次 交换 为 ， 一 般 地 可 以 表示 为 


einnG 一 Ci1rQGiiGnr1G 《1 一 19) 
类 似 地 ， 交 换行 列 式 的 列 可 以 一 般 地 表示 为 
/ Eijid Elm dmid ng : (1 —20) 
2. ”表示 问 量 又 积 (有 向 积 ) 的 展开 式 。 
设 问 量 | 
c=axb 
其 中 每 个 品 量 部 可 用 基 向 景 表示 为 
- a=a.e,, b=bje;, C= ce@, (Cc) 


根据 问 量 的 又 积 乘法 公式 ， 有 
el €, 
c=axb=|4a, a, as (d) 
b, b, bs 
展开 得 / 
C= (gd,bs~asb,) elt (asb,~aibs)e,t+ (ab,—a,b)e, 
将 该 式 与 ( c ) 之 第 三 式 对 比 ， 并 利用 式 (1 一 14) 有 
c1=asbs— asbs= ers0rbs +t e1s203b,=e1s01b, 
cs=asbi— obs= eabit+ esabs = enaib, 
Cs=a1b,— 401= e312010,+ esr110201= ea11010, 
综合 以 上 三 式 可 简写 为 
Ci 一 6EijpQ7D 《1 一 21》 


五 、 求 导数 的 简 记 法 
将 微分 算 符 简 记 为 


dr (CC) ( 1 一 22) 
供 如 


* 10 。 


Ou 
spi (1 -—227) 


OU, 


二 #. 
OX,Ox, i 1k 


等 等 。 

以 上 种 种 是 张 量 运算 中 常 条 用 的 符号 或 记号 ， 其 它 从 号 或 记 
法 ， 待 遇见 时 再 给 以 说 明 。 必 须 注 意 的 是 ， 并 非 采用 指标 记 法 的 
量 都 是 张 量 。 

根据 上 述 规 定 的 记 法 可 以 使 许多 完 长 的 公式 写 得 非常 简洁 ， 
下 面 举 例 说 明 。 

1. 甜 阵 乘 法 。 


和 
Cl11 《12 C13 CIl CI? CI13 Qi bis bis 
Co Coo Cog | 一 | do Goo 过 23 bs 0,, bss 
Cal Cal Gs Ga3 bs bs,, bss 


Cs2 C33 
则 可 记 为 z z 
Ci 一 GOA (1 一 23) 
2. 问 量 模 。 
设 x 一 X(zi， 7， 7Zs)， 则 

xl==TAz 十 7 十 2 =V DZ (1 一 24) 
3. 二 重 求 和 。 
定 阵 


Bi Br, Bis 
B ,i Bb,, 5 上 
Bs 已 3， 已 :3 


CI CI CI13 4 A', A,, Cl Ugl “| 
Qo! QM22 Uog A,, A,, A,, Ql C22 | 
Za3sl Cas Cas A,! A,, A,s Qls Os Ca3s 


Bin= Aij;Q ,Oni (1—25), 


记 为 


* 1 1 。 


4， 克 罗 内 克 尔 6 与 置换 符号 间 存 在 如 下 几 个 有 用 的 关系 
式 : 
ejjpe mp = Outin™— OrmOil 
A (1 —26) 
ee 0 
考虑 指标 i， j , 1 , mm， 了 在 取 值 范围 内 的 所 有 可 能 组 合 便 可 直 
接 证 明 上 式 ， 也 可 由 式 


O11 Oin Ois 
Oj Oj Ojn CijiC1mn (1 —27) 
Op! Opn Oks 


5. 数量 场 $ 的 梯度 。 


D6 94 98 
grad 4 一 5 © "67 et Hr 0p, (1 28) 


6. 向 量 场 妈 的 散 度 。 


,Ov ,0v, ou _ z 
div 0= 37, t+ az, 1 3z, Urs ( 1 一 29) 


7. 向 量 场 名 的 旋 度 。 
OVs Su )o (2 Ss ) 


‘oF v5 (和 一元 Oxs Or 2 
/0v, 909v ) | 
($2 0zx, Cs UyrCiinC: (1—30) 


第 二 节 坐 标 变 换 


已 知 图 1 一 1 表示 的 两 个 坐标 系 ， ) 
旧 坐 标 系 0 Zizaras， 基 问 量 为 ei， C2 Cs 
新 坐标 系 0X1'X,' 工 1/， 基 同 量 为 Ee1/，8@2'，@s'。o 


9 12 . 


Z27(e27) 


rT/ Cea’) 


由 解析 几何 知道 ， 新 、 旧 坐标 间 的 关系 为 


及 


ws 


或 写 为 张 量 形式 


及 


[R11 C12 U1/s | YI 


站 


U/l] 0C272 Ws/sg Ts 
Us/ Gals Gals 之 3 
CI Co Las71 
Ci Ca Ql, 


| 
CIs C!sa QWs/s L za 


7 一 LI 7 


新 、 肯 基 癌 量 闻 的 变换 关系 为 


ei 一 Qi11e: 


Cj Ui jC,’ 


( 1 —31) 


(1 一 32) 
(1—33) 
(1 —32”) 
(1—33’°) 
(1 —34) 
( 1 一 35) 


对 比 式 (1 —32) ，《1--33) 看 出 


QI/ CI CI/s Qt, CCy 71 Ca71 1 0 0 z 
Qs! Co Cols Ql, Ca Cs =| 0 1 0 
La Ca3r Qa Qi/s Cals Cs/ 3 0 0 1 


( 1 一 36) 
或 写 为 
QQ j= O17 (1—36’) 
类 似 地 有 QQ Oj 
该 式 也 可 以 由 式 (1 一 34) 证 明 ， 由 于 新 、 欠 坐标 系 中 的 基 四 量 
都 是 单位 癌 量 且 彼此 正 交 ， 所 以 有 
ei 居 es 一 Qi11G1ieiei 一 010C011611 一 01110011 因为 上 式 
左 端 等 于 6iver， 故 式 〈(1 一 36 ) 之 第 一 式 得 证 。 
在 式 《1 一 32) ~ 〈1 一 35) 中 ， 系 数 a,/j 确 定 了 坐标 和 基 
向 量 的 旋转 变换 ， 称 为 变换 系数 。 在 这 里 变换 系数 就 是 方向 余 
弦 。 很 明显 ， 若 新 、 旧 坐标 系 都 是 右手 坐标 系 ， 由 式 〈1 一 36) 
可 知 ， 变 换 系 数 托 阵 的 行列 式 等 于 1， 即 
QI LI172 CI113 


Cl Qs/, Cs/s 


= ] ( 1 —-37) 


Cs 1 Us, Cs/'3 
该 式 也 可 以 根据 单位 基 加 量 混 积 等 于 单位 体积 ， 即 ei*ey*xes: 一 
矿 天 1 得 到 证 明 。 
由 式 〈1 一 36) 看 出 ， 变 换 系 数 矩 阵 
EA ( 1 一 38) 
外 为 正 交 宕 阵 。 
现在 考察 任 总 回 量 @ 的 分 量 c,， 在 坐标 系 进 行 旋 转变 换 时 ， 
它 所 服从 的 变换 规律 。 由 解析 几何 或 向 量 代数 可 知 ， 假 如 在 新 坐 
标 系 门 量 的 分 量 为 cf4， 则 
Qi/= Qj0i (1—39) 
实际 上 ， 这 个 关系 式 也 可 以 根据 向 量 a 不 随 坐 标 系 而 变 的 性 质 得 
到 。 向 是 a 在 新 、 旧 坐标 系 中 表 为 : 


ss 1]4 。 


C 一 G, /Ci 一 CGI 
将 式 《1 一 35) 代入 上 式 的 最 右 端 ， 则 有 
da,/@;/= Qj;Q,/ je, 


将 等 式 两 边 点 乘 以 e;'， 并 利用 式 (1 一 13) 和 (1 一 9) ， 上 


式 的 左边 和 右边 分 别 等 于 

GeCi/。ei/ 一 Qi10i7 1 一 Gi/ 
及 Gji0Q811281 Ci/ = A Oi = GQ 
因此 有 


Gj/ 二 Qj/ja,) 
将 下 标 7 改 为 i 即 得 到 式 (1 一 39) 。 
如 果 将 式 (1 一 39) 两 边 同 乘 c,…， 则 得 
QQ 一 CQQGT 一 ii 一 Q， 
改换 指标 后 可 写 为 
Gj=Q./ iQ,!/ (1 CO—40) 
将 式 (1 一 39) 、 (1 一 40) 与 式 (1 一 32) 全 (1 一 35) 对 比 
看 出 ， 在 坐标 系 进行 旋转 变换 时 ， 向 量 的 分 量 与 基 疝 量 服从 相同 
的 变换 规律 ， 也 与 坐标 服从 相同 的 变换 规律 。 


第 三 节省 卡尔 张 量 


问 知 ， 向 量 是 具有 大 小 和 方向 的 物理 量 或 几何 量 ， 它 与 选择 
什么 样 的 坐标 系 无 关 。 但 是 ， 在 处 理 具体 的 力学 问题 时 ， 又 往往 
需要 引进 一 个 坐标 系 。 在 三 维 的 笛 卡 尔 直角 坐标 系 中 研究 向 量 ， 
它 与 三 个 实数 的 集合 一 一 对 应 ， 每 个 实数 称 为 向 量 的 分 量 ， 且 等 
于 向 量 在 该 坐标 轴 上 的 投影 。 疝 量 的 分 量 与 坐标 系 的 选择 有 关 。 
根据 上 一 市 的 分 析 ， 当 着 坐标 系 进行 旋转 变换 时 ， 向 量 的 分 量 服 
从 固定 的 变换 规律 。 因 此 ， 我 们 完全 可 以 用 分 量 从 坐标 变换 的 角 
度 给 回 量 一 个 全 新 的 解析 定义 。 

在 三 维 空间 中 ， 当 直角 坐标 系 从 Ori7x,Xs 旋 转变 换 到 Ox， 
XT,'Xs/ 时 ， 基 向 量 和 坐标 由 变换 系数 按 式 (1 一 34) 和 (1 一 


s lb » 


32’) 变换 。 这 时 ,如 果 在 坐标 系 Oxix,xs 中 确定 的 三 个 分 量 a， 
acas 与 在 坐标 系 Orzrirza'zs/ 中 确定 的 三 个 分 量 ciy ， az， 
ai/ 之 间 服 从 相同 的 变换 规律 ， 即 按 式 〈1 一 39) 建立 对 应 关系 ， 
则 定义 由 这 三 个 分 量 所 确定 的 物理 量 或 几何 量 为 向 量 。 

根据 上 面 的 定义 ， 由 分 量 a,，cs，as 各 分量 al， dQd2/, Qa 
所 确定 的 是 完全 相同 的 向 量 ， 每 组 分 量 都 给 出 了 该 向 量 的 大 小 和 
方向 。 所 以 ， 这 个 解析 定义 与 原来 的 向 量 定义 是 等 价 的 。 这 可 由 

(1 一 34) ，〈1 一 39) ，(〈1 一 36“) 证 明 如 下 ，; 
4 一 avei 一 Caie 一 Ge 一 de， 

把 向 量 的 这 个 解析 定义 加 以 推广 就 可 以 得 到 张 量 的 定义 。 

首先 定义 二 阶 张 量 。 

在 三 维 空间 中 ， 当 直角 坐标 系 从 Or zszs 旋 转变 换 到 
Ozi'zz'zs'/ 时 ， 基 向 量 和 坐标 由 变换 系数 按 式 (1 一 34) 
各 (1 一 32’) 变换 。 这 时 ， 在 昌 坐 标 系 中 ， 由 九 个 标量 函数 了 ,， 
所 确定 的 量 ， 与 新 坐标 系 中 的 九 个 标量 函数 4 pp 按 式 

Ti/=Q,/ QT, C1—41) 
变换 ， 则 这 九 个 量 的 集合 称 为 二 阶 张 量 。 其 中 的 每 个 元 素 称 为 二 
阶 张 量 的 分 量 。 

二 阶 张 量 的 例子 是 很 多 的 ， 例 如 弹性 力学 中 的 应 力 张 量 、 应 
变 张 量 ， 刚 体力 学 中 的 惯性 张 量 等 等 ， 它 们 的 张 量 性 质 是 明显 
的 ， 因 为 从 弹性 力学 下 及 刚体 力学 知道 ， 忆 们 的 转换 关系 和 全 与 
式 (1 一 41) 一 致 。 

下 面 我 们 证 明 6;; 的 张 量 性 质 。 根 据 定 义 有 

OiQit j= OQ; Oo )? z 
这 就 证 明了 克 罗 内 克 尔 6;; 符 号 是 一 个 二 阶 张 量 。 因为 只 有 i= 
的 元 素 为 1 ， 其 余 均 为 零 ， 所 以 称 为 单位 张 量 。 由 于 它 的 分 量 在 
举 标 变换 时 不 变 ， 所 以 称 为 不 变 张 重 。 
二 阶 张 量 的 分 量 ， 可 以 根据 指标 标号 排列 成 3 x 3 阶 的 方 


** ”此 处 及 以 后 涉及 弹性 力学 的 内 容 可 参见 《 弹性 力学 及 其 有 限 元 法 》【 张 对 
真 、 曹 定 新 编著 ， 中 国 铁道 出 版 社 出 版 ，1983》。 


。 6 。， 


阵 ， 称 为 二 阶 张 量 矩 阵 。 如 张 量 a,; 的 矩阵 为 
dl! Qis dis 
| C22 | (a) 
Qs1: (ss Gass 

张 量 6;; 的 矩阵 是 单位 矩阵 。 z : 

“在 已 经 给 出 的 二 阶 张 量 定义 的 基础 上 ， 还 可 以 给 出 二 阶 张 量 
的 第 二 个 定义 ， 设 o,、5 为 两 个 任意 向 量 的 分 量 ， 若 九 个 分 量 
/ ;能 与 它们 构成 标量 

P=17,,a,b; (1 —42) 
则 这 九 个 分 量 T,; 定 义 一 个 二 阶 张 量 。 : 

上 面 对 二 阶 张 量 的 两 个 定义 是 完全 一 致 的 ， 证 明 如 下 ， 

在 新 坐标 系 中 ， 根 据 ? 的 不 变 恤 ， 并 利用 公式 (1 一 40) ， 
有 

p=T,/raib;/=T ,jab0 ;= T0010 b 
由 于 向 量 a，b 的 任意 性 ， 必 有 下 式 成 江 ， 
7 ri 一 Ci7;G17 di 
该 式 就 是 张 量 第 一 定义 的 公式 (1 一 41) 。 
式 (1 一 41》 的 反 变换 为 
Tm Qa 1 (1 一 43) 
该 式 由 张 量 的 第 二 定义 是 极 易 证 朋 的 。 

仿照 二 阶 张 量 的 定义 ， 我 们 来 定义 高 阶 张 量 。 

在 三 维 空间 中 ， 当 直 和 角 坐 标 系 从 COzizezs 旋 转变 换 到 Oziy 
Za7zs' 时 ， 基 疝 量 和 坐标 由 变换 系数 拨 式 (1 一 34) 和 (1 一 
32’) 变换 。 这 时 ， 如 果 在 坐标 系 Ox,7,xs 中 确定 的 NN=3” (7 一 
指标 个 数 ) 个 分 量 〈 标 量 函 数 ) Le 与 在 毕 标 系 OT1' za zsy 


r 个 
中 确定 的 了 ,1 之 间 服 从 相同 的 变换 规律 ， 即 按 式 
r 个 


Tt = QQ QO en (1 一 44) 


1 了 7 * 


建立 对 应 关系 ， 则 这 六 个 分 量 的 集合 称 为 了 阶 张 量 。 
因为 jxpy | 了 0， 以 及 式 (1 一 36’) 的 关系 ， 式 (1 一 44) 


存在 反 变换 
Ty a a ea Te ee (1 一 45) 
显然 ， 满 足 这 一 关系 的 量 ! ,…" 亦 是 张 是 。 
同样 也 可 以 给 出 高 阶 张 量 的 第 二 个 定义 设 a;，6;，…c, 为 
? 个 问 量 的 分 量 ， 坷 7 个 标量 函数 2, “本 与 之 构成 标量 
r 了 个 
P= ,abi (1O—46) 


则 了 ,js 定义 一 个 r 阶 张 量 。 

由 于 上 面 定 义 张 量 的 基础 是 在 入 卡尔 直角 坐标 系 之 疗 变换 ， 
故 称 为 饭 卡 尔 张 量 。 更 普遍 的 张 量 本 书 将 从 第 二 章 讲 起 。 

张 量 的 阶 数 就 是 其 指标 的 个 数 。 根 据 张 量 的 定义 ， 向 量 称 为 
一 阶 张 量 ， 标 量 称 为 零 阶 张 量 。 

张 量 的 表示 方法 ， 除 了 上 面 已 经 采用 的 分 量 记 法 外 ， 还 常 采 
用 张 量 的 不 变性 记 法 ， 或 称 并 矢 (并 向 量 ) 记 法 ， 这 里 我 们 也 作 
一 介绍 。 | 

众所周知 ， 问 量 有 两 种 表示 方法 ， 一 是 用 分 量 表 示 ， 如 Ga, 表 
示 一 个 向 量 ; 另 一 是 用 基 向 量 的 线性 组 合 表 示 , 如 a= aie,。 后 者 
a (就 是 常用 的 Gibbs 型 向 量 ) 不 随 坐 标 系 而 变化 ， 是 向 量 的 不 
变形 式 ， 它 更 能 反应 问题 的 物理 本 质 。 

类 似 于 向 量 〈 即 一 阶 张 量 ) 的 不 变性 记 法 ， 也 可 以 把 二 阶 张 
量 表示 为 不 变形 式 。 

为 此 ， 我 们 首先 定义 并 矢 。 / 

向 量 a 与 6 的 并 矢 记 为 ab， 定 义 为 4:6;， 它 有 九 个 分 量 ， 用 
滤 阵 表示 为 


aQq,b, ab 


区 aib, a,bs 
| 
4 Gab, asbs 


A 
人 ks 


es | 8 。 


并 秋 的 运算 性 质 如 下 ， 
(aa)b=a(ab)=aab 
a(b+c)=ab+t+ac (1 一 47) 


(b+c)a=batca 
式 中 ，Cc 古 标量 。 
右 将 回 量 用 分 量 与 基 向 量 的 线性 组 合 来 表示 ， 并 矢 aBp 可 以 
写成 为 
ab= (aie;) (bje;)=a,bie,e; ( 1 —48) 
基 向 量 e ,的 并 天 eie; 称 为 单位 并 矢 。 这 样 ， 就 类 似 于 向 量 ， 把 并 
拓 用 其 分 量 和 单位 并 矢 的 线性 组 合 表示 出 来 。 
对 于 并 和 撩 应 当 注 总 以 下 两 点 ; 
1. 并 和 撩 与 点 积 是 两 个 不 同 的 概念 ，a 与 5 的 并 矢 是 a;b;， 
有 九 个 分 量 ， 而 点 积 a.D=a,2o,， 其 值 不 依赖 于 分 量 所 在 的 参照 
坐标 系 ， 是 不 变量 。 以 后 ，a 与 5 中 闻 不 加 任何 符号 表示 并 矢 ， 
加 ，。 号 表示 点 积 ， 加 x 表示 又 积 。 
2.， 通 第 ab 关 ba， 因 为 它们 的 分 量 不 对 应 相等 。 
上 述 两 个 品 量 并 矢 的 概念 可 以 很 容易 地 推广 到 三 个 或 多 个 向 
量 上 去 ， 一 般 地 有 


ab'c=abjc,e,.e,e, (1 一 -49) 
\- 一 人 、 


” 个 ” 个 7 个 


一 、 一 一 -一 一 


单位 基 问 量 e ;的 并 和 天 ee;…e, 为 7 阶 单位 并 矢 。 
对 式 《1 一 48); ， 下 面 我 们 证 明 ， 
1. 并 矢 ab 是 二 阶 张 量 。 因 为 它 的 分 量 a;28, 符 合 二 阶 张 量 
的 变换 规律 ， 即 在 新 坐标 系 中 有 下 式 成 立 ， 
QQ A Oi;= QQ 0 QQ b=6,, 011/a.71b,) 
= a,’b;’ : (6b) 
2. 并 和 天 ap 不依 是 其 分 量 所 在 的 参照 坐标 系 ， 因 为 有 
04110171ei1e1 (Ci Ci)(cei (airiei) 
~—6, .6a0 ee1=a.be,e, (c) 
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下 面 回 过 头 来 研究 前 面 提 到 的 用 不 变性 记 法 表示 张 量 的 问 
题 。 像 把 向 量 记 为 a 一 样 ， 把 张 量 记 为 工 ,如 果 是 二 阶 张 量 ， 其 分 
量 为 了 ,如果 是 高 阶 张 量 ， 其 分 量 为 了 ,….， 它 们 满足 张 量 的 恋 
换 式 (1 一 41) ，【(1 一 44) 。 如 记 

了 一 六 EC， (1 —50) 
则 工 将 不 依赖 于 参 腿 举 标 系 的 选择 。 证 明 方 法 与 二 阶 并 矢 情 形 相 
同 ， 不 再 重复 。 

式 〈1 一 50) 称 为 张 量 的 不 变性 记 法 。 我 们 也 可 以 把 它 作 为 
张 量 的 第 三 个 论 义 ， 即 凡是 可 以 在 任何 省 卡尔 直角 坐标 系 写 为 式 
(1 一 50) 不 变形 式 的 量 ! ,…" 称 为 笛 卡 尔 张 量 。 今后 ， 将 常用 
式 (1 一 44) ，〈1 一 46) ，(〈1 一 50) 来 判别 一 组 数量 的 张 量 
性 质 。 

此 外 ， 为 了 应 用 上 的 方便 ， 再 介绍 一 个 判别 张 量 的 方法 ， 通 
第 称 为 商法 则 。 对 于 二 阶 张 县 ， 商 法 则 可 以 氢 述 为 ， 若 九 个 分 量 
a;; 与 任何 一 向 量 6; 按 一 对 指标 7 求 和 后 能 构成 另 一 向 量 c,， 即 

CcC,=a.,;b, ( 1 CO—51) 
则 ajjy 必 为 一 个 二 阶 张 量 。 证 明 如 下 ， 
当 着 从 标 系 从 Oz .zzzs 欣 转变 换 为 Oz va yz 了， 在 新 坐 
标 系 中 有 
Cj/ 一 G1117 Di (dq) 
因为 c ,和 4&4; 是 向 量 ， 故 
C=Q Cs Ob;= Qa;1;b ;1 


于 是 式 〈1 一 51) 可 以 写 为 


QiCs/ 一 Gi1Q101DH (e) 
在 等 式 两 边 同 乘 以 <c,…,， 等 式 左边 等 于 
CQN0UC8 = Oi/ Cha/ 二 Ci (f) 
代入 式 (e ) ， 得 
C/A QO; (9) 


对 比 式 (9) 与 (dq) ， 有 
ai/i/bj;’/= QQ,' 107/ 1b)’ (h)> 


* I) 。 


应 当 注 意 ， 这 时 不 应 简单 的 消去 两 边 因 子 6;'， 但 是 ， 由 于 上 式 
对 于 任何 向 量 都 成 立 ， 可 以 选择 一 系列 特殊 情况 ， 如 6’ 二 5s/ = 
0， 上 只 有 21'， 此 时 可 以 消去 等 式 两 边 的 61:。 于 是 ， 对 于 每 个 j 
都 有 
G1j/ 一 QIGCiAG | 
这 就 证 明了 a,; 是 一 个 二 阶 张 量 。 
类 似 地 证 明 可 以 把 商法 则 应 用 于 高 阶 张 量 ， 例 如 ， 若 c,; 为 
二 阶 张 最 ，5, 为 一 阶 张 量 ， 且 有 
Cij= a,1n.bs (1C—52) 
成 立 ， 则 aiys 是 一 个 三 阶 张 量 。 
直 鬼 利用 商法 则 来 判别 物理 量 的 张 量 性 质 有 时 显得 更 为 方 
便 。 
作为 例子 ， 我 们 证 明 在 笛 卡 尔 直角 坐标 系 中 置换 符号 e,)， 是 
一 个 三 阶 张 量 。 
由 定义 ， 在 新 坐标 系 中 张 量 分 量 应 为 
QQ O/C, 
注意 到 式 (1 一 37) 和 (1 一 19) 有 
Qi OI OE AEHIIRT EI/ pg’ 
了 工 ，(1/ ,7 ,R ) 循 环 序列 ， 
= 0 
0 , (7 ,7 人,k') 非 循环 序列 。 
人 尔 即 在 坐标 变换 中 ，e ,的 各 分 量 保持 不 变 ， 称 为 三 阶 不 变 张 
量 。 如 果 根 据 商 法 则 ，e ,js 的 张 量 性 质 很 容易 由 式 〈1 一 21) 看 
出 。 
必须 注意 ，e ij; 的 张 量 性 质 只 限于 笛 卡 尔 张 量 的 范围 内 。 
回顾 本 节 的 叙述 ， 我 们 是 以 坐标 变换 为 基础 ， 用 三 种 方式 定 
义 了 张 量 ， 它 们 完全 是 等 价 的 。 在 表示 方法 上 采用 了 具有 指标 标 
号 的 分 量 表示 法 和 不 变性 表示 法 〈 粗 体 字 ) 。 这 两 种 表示 法 都 被 
广泛 的 应 用 着 。 
关于 张 量 我 们 还 必须 指出 下 面 的 事实 . 
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1. 如 果 一 个 张 量 的 所 有 分 量 在 某 个 坐标 系 中 均 为 零 ， 则 在 
任何 其 它 的 坐标 系 中 也 必然 为 零 。 这 是 张 量 非常 重要 的 一 个 性 
: 质 。 例 如 ， 我 们 已 知 在 某 个 坐标 系 应 力 张 量 的 九 个 分 量 为 零 ， 也 
就 是 说 该 点 处 于 无 应 力 状态 ， 当 然 在 任何 其 它 坐 标 系 所 有 分 量 也 
必然 为 零 。 证 明 也 是 极为 简单 的 ， 设 在 某 旧 坐标 系 7,; 二 0， 在 
新 坐标 系 则 Ti/ 二 QQj7jTiy=0。 : 

2. 设 gQjjca(TiIs To T3) ，Di (TI Tos Xs) 为 三 维 空 
间 中 的 7 阶 张 量 ， 如 能 建立 方程 

CC Ts Ta) = 0,..., (TI, Ts, Ts,) 
则 为 张 量 方程 。 在 张 量 方程 中 的 每 一 项 都 有 相同 的 张 量 特性 ， 因 
此 在 所 有 能 够 容许 变换 到 的 坐标 系 普 遍 有 效 。 

守 在 上 办 等 式 两 边 同时 乘 以 变换 系数 a, ,21 “4./ ,9 则 得 
到 新 坐标 中 的 方程 

dort CT 2a79 1031) 一 Di11 (Zi Xo/ Xa/) 所 以 
方程 具有 张 量 性 质 。 

将 原 方程 移 项 得 

ai 一 Di) 一 0 
亦 即 在 任何 坐标 系 中 张 量 a,;.… 一 60,;.…, 的 每 个 分 量 都 为 零 。 

张 量 分 析 的 重要 性 也 就 在 于 ， 由 物理 关系 得 到 的 方程 如 果 是 
张 量 方程 ， 那 它 就 在 所 有 容许 变换 的 坐标 系 成 立 ， 这 就 避免 了 在 
各 种 不 同 坐 标 系 中 重新 推导 方程 的 麻烦 。 这 就 能 使 我 们 做 到 ， 虽 
的， 而 得 到 的 物理 方程 
又 不 依赖 于 坐标 系 。 


第 四 证 ” 张 量 的 运算 
张 量 可 以 看 作 是 一 特种 数 类 ， 在 研究 它们 的 数量 关系 时 ， 通 
常 定义 下 面 几 种 运算 。 


1. 加 ”法 。 
凡是 局 阶 的 两 个 或 几 个 张 量 可 以 相 加 ， 并 得 到 同 阶 的 张 量 ， 


。 020 。 
它 的 分 量 等 于 原来 张 量 中 标号 相同 的 诸 分 量 之 代数 和 。 

例如 ， 张 量 a,; 与 6,; 之 和 为 c,;， 则 记 

/ cj=a,j+ 6,,; (1—53) 
ci 的 张 量 性 质 是 十 分 明显 的 。 依 张 量 定义 有 

GCC j,i 
biri/ = QQ bi 
因而 
Ci/jy/—= Qi/ bi/=Q0 Qj/j(a,j+b,;) 
由 式 (1 一 53) 有 
Ci 一 CCTIATC| 
这 就 证 明了 cij 是 与 a1;/，5,; 辐 阶 的 张 量 。 

当 着 坐标 系 变 换 时 ， 一 个 等 于 诸 张 量 和 的 张 量 , 在 新 坐标 系 ， 
它 的 分 量 仍 等 于 原 张 量 在 新 坐标 系 中 相应 的 分 量 之 和 。 

张 量 加 法 满足 代数 运算 的 交换 律 和 结合 律 。 例 如 

dj 十 刘 ) 十 Ci 一 (Ci 十 Qi 门 十 D (1 —54) 

2， 张 量 乘 法 。 

对 于 任何 阶 的 诸 张 量 都 可 施行 乘法 运算 。 

两 个 任意 阶 张 量 的 乘法 定义 为 ， 第 一 个 张 量 中 的 每 一 个 分 量 
来 以 第 二 个 张 量 中 的 每 一 个 分 量 ， 它 们 所 组 成 的 集合 仍然 是 一 个 
张 量 ， 称 为 第 一 个 张 量 乘 以 第 二 个 张 量 的 乘积 。 积 张 量 的 阶 数 等 
于 因子 张 量 阶 数 之 和 。 

类 似 地 可 以 定义 多 个 张 量 的 乘法 。 

例如 ， 根 据 乘 法 定义 ， 一 个 向 量 a, 乘 以 一 个 二 阶 张 量 4b),， 
磁 戏 , 记 为 cijs， 则 

Ciji= a0,0,, 
在 三 维 空间 中 ，a, 有 三 个 分 量 ，6;, 有 九 个 分 量 ， 因 而 c,;, 有 27 
个 分 量 ， 是 一 个 三 阶 张 量 ， 证 明 如 下 ， 在 新 坐标 系 有 
Gi7 一 CiGCi 


by/ 一 Qj OQ/ pO js 


Crt t=/ =a,7 0 0/ Or, 

QQ Ci IR z 
根据 张 量 的 定义 ， 上 式 证 明了 ci; 是 一 个 三 阶 张 量 。 

再 如 ， 一 个 标量 乘 以 张 量 即 把 标量 乘 张 量 的 每 个 元 素 ， 积 张 
量 的 阶 数 等 于 原 张 量 的 阶 数 。 

须 指 出 ， 张 量 乘 法 不 服从 交换 律 。 如 上 例 中 cim=aioio 
cr 0 一般 说 来 ci 和 cj 因为 二 者 指标 次 序 不 同 。 

但 张 量 乘法 服从 分 配 律 和 结合 律 。 如 (qij;t+.bi;) Ci= QiiCtt 
bricss aiibics = aii(b,c,), : 

问 量 a, 与 6; 的 积 a;,5;、 它 的 不 变性 表示 即 并 和 ab。 高 阶 张 
量 的 乘积 也 可 以 表示 为 不 变形 式 ， 张 量 了 与 的 乘积 表示 为 了 人， 
T、S 可 以 是 任意 阶 张 量 。 

张 量 相 滋 提高 了 阶 数 ， 故 又 称 为 张 量 的 外 积 。 

3. 张 晤 的 第 并 。 

对 ”~ 阶 张 量 7 ,进行 缩 并 ， 就 是 对 张 量 的 某 两 个 指标 求 
和 ， 例 如 使 ?= &， 所 得 到 的 仍 是 张 量 ， 阶 数 比 缩 并 前 的 原 张 量 
少 2， 即 变 为 一 2 阶 张 量 。 

缩 并 使 张 量 降 阶 ， 故 又 称 为 张 量 的 内 积 。 

设 三 阶 张 量 1 ,*， 对 后 二 指标 缩 并 ， 中 使 /= &， 缩 并 后 的 张 
量 为 7,;;。 由 张 量 的 第 一 个 定义 可 以 证 明 它 是 个 一 阶 张 量 ， 在 新 
坐标 系 

Trirp /QQ = A Ti 
由 6;y// 定 义 ， 有 / 
Tis! =a, ;Tg 《1 一 55) 
对 于 高 阶 张 量 的 缩 并 也 可 类 似 地 证 明 。 

编 并 是 张 量 代数 的 基本 运算 之 一 。 它 也 可由 乘法 定义 。 例 如 
对 张 量 7 ,的 7，R 这 对 指标 缩 并 ， 也 可 由 6 乘 张 量 了 ,得 
到 ， 印 

了 (1 一 56) 

对 于 单项 式 ， 也 可 以 对 不 同 因子 的 一 对 指标 求 和 ,例如 416,， 


* 24。 


使 {= j 得 a;6;,， 这 种 缩 并 也 称 为 i 与 56; 的 连 并 。 

二 阶 张 量 缩 并 后 得 到 标量 ， 是 它 的 不 变量 。 例 如 ， 应 力 张 量 
0jij 缩 并 得 到 c,,= ai 二 asy+ os: 是 应 力 张 量 的 第 一 不 变量 。 

向 量 和 标量 不 能 进行 缩 并 运算 。 

4. 张 量 函数 的 导数 和 微分 。 

候 设 张 量 了 (1) 是 某 个 标量 参数 {的 确定 函数 ， 即 每 个 分 量 都 
是 参数 + 的 函数 ， 这 时 导数 -< 表示 每 一 个 分 量 对 + 求 导 
数 ， 得 到 的 结果 是 同 阶 张 量 ， 求 导数 的 法 则 与 普通 导数 相同 。 

现在 讨论 张 量 是 坐标 函数 的 情形 ， 这 时 张 量 的 每 个 分 量 都 是 
坐标 参数 工 ，， T29 zs 的 函数 。 张 量 导数 就 是 把 每 个 分 量 对 坐标 参 
数 求 导数 。 下 面 我 们 证 明 ， 在 篇 卡尔 直角 坐标 系 中 ， 张 量 的 导数 
仍然 是 张 量 ， 其 阶 数 比 原 张 量 高 一 阶 。 

没 Tj (zza， zs) 是 r 阶 张 量 函数 ， 在 转轴 后 的 新 坐 
标 系 Ozivrxryyvza/ 中 为 Ttzir Zr Xs3/) ， 其 导数 为 


-are ， 按 普通 的 链 式 求 导 规 则 有 


OF ,jr /nd _ A ， Ox, 
OX,/ Ox, Ox. 


(Ca) 


Ox, 
Ox,’ 


注意 到 变换 系数 与 坐标 参数 无 关 及 式 (1 一 44) ， 则 式 (a) 变 


一 C:/， (Cb) 


(c) 
该 式 说 明 -2 二 “是 + + 工 阶 张 量 。 


(1) 如果 Bz z:，za) 是 标 量 ， 则 ~ 和 是 向 量 ， 它 就 
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是 通常 所 说 的 标量 场 g 的 梯度 ， 如 式 (1 一 28) 。 梯度 的 向 量 形 
式 ， 也 就 是 它 的 不 变性 记 法 为 


grad $= 0,,e. ( 1 —57) 
梯度 的 分 量 记 法 为 
[grad 人 ,一 只， 《1 一 58) 
如 果 引 用 纳 伯 拉 (Nabja) 算 子 〈 亦 称 梯度 算 子 ) 
V=30 e ( 1 一 59) 
则 有 
V0=grad oy (1 一 60) 
(2 ) 一 阶 张 量 的 导数 5 是 二 阶 张 量 ， 若 对 它 
的 两 个 指标 进 和 生 缩 并 则 得 到 ,19 它 就 是 向 量 o 的 散 度 ， 记 为 
diy 妈 一 也， (1—861) 
采用 算 子 中， 也 可 以 将 散 度 写 为 不 变形 式 
.人 一 diy 7 ( 1 —62) 
(3) 疝 量 导数 5 滋 以 em 得 ve 囊 示 向 量 必 的 旋 
度 ， 记 为 
(rot VD), 一 De ( 1 一 63) 
或 rot 作 一 Vieijken 《1 一 63”) 
利用 立 算 子 ， 还 可 以 将 其 玫 为 不 变形 式 
VxV=rot Vv (1 一 64) 


(4) 二 阶 张 量 7, ;的 导数 荆 ,), ,对 i k 指 标 缩 并 得 到 Diss i 
称 为 二 阶 张 量 的 散 度 ， 若 记 


T=17,,ee; 《1 --65) 

则 张 量 的 散 度 记 为 
(diy T);=T,,,, (1—66) 
或 | div T=T,, 1€) (1 一 67) 


以 上 我 们 君 到 ， 求 张 量 分 量 的 导数 与 善 通 微分 学 的 方法 相 
刚 ， 称 为 张 量 的 普通 导数 。 但 是 ， 必 须 指 出 ， 张 量 的 普通 导数 仍 
是 张 量 这 一 结论 只 当铺 卡尔 张 量 是 正确 的 。 普 遍 的 张 量 理论 指 
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出 ， 非 笛 卡 尔 直角 坐标 系 张 量 的 普通 导数 不 是 张 量 ， 张 量 的 协 变 


导数 才 是 张 量 ， 而 在 笛 卡 尔 直 角 坐 标 系 二 者 是 相同 的 ， 详 见 第 五 


草 。 

5. 张 量 的 积分 定理 。 

在 向 量 分 析 中 我 们 曾 得 到 一 个 非常 有 用 的 公式 ， 称 为 散 度 定 
理 ， 表 示 为 


| dm vdV = vds ( 1 —68) 
用 分 量 形式 写 为 
| oar = vds, (1 一 69) 


这 一 关系 还 可 以 推广 到 高 阶 张 量 的 情形 ， 即 对 于 给 定 的 ”~ 阶 张 量 
人 (CTZTyT2， Zs) 有 


| Ts :dV = 中 Tids, (1 —70) 


上 面 各 式 中 4d 了 VY 是 体积 微 元 ，ds; (i 二 1,2,3)〉 为 面积 微 元 向 量 的 
分 量 。 


第 五 节 二 阶 张 量 
本 节 我 们 讨论 力学 中 较为 常见 的 二 阶 张 量 。 
1. 对 称 张 量 
若 张 量 7 ,满足 关系 式 
人 《1] 一 7] ) 


则 称 二 ;为 二 阶 对 称 张 是 。 

在 三 维 空间 中 ， 二 阶 对 称 张 量 独立 分 量 的 数目 是 6 ， 在 二 维 
空间 中 是 3 。 

对 称 张 量 的 对 称 性 质 相对 于 坐标 的 旋转 变换 是 不 变 的 ， 即 若 
张 量 在 某 个 坐标 系 中 是 对 称 的 ， 则 它 在 任何 坐标 系 中 都 是 对 称 
的 。 证 明 如 下 ， 

在 新 坐标 系 中 有 
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Ty/= QQ Ti 
Ty/=Q Qi 
根据 式 (1 一 71) 的 定义 ， 显 然 有 
Tst= ,1 
2. 反对 称 张 量 
若 张 量 三 ;满足 关系 式 
T= — Ti | (1 一 72) 
则 称 了 ,为 二 阶 反 对 称 张 量 。 
根据 定义 ， 必 然 有 
了 4 二 0 《不 求 和 ”) (1 一 73) 
因此 ， 二 阶 反对 称 张 量 只 有 三 个 独立 分 量 ， 等 价 于 一 个 向 量 。 
反对 称 张 量 的 反对 称 性 质 也 是 不 变 的 。 因 为 
7 7 一 QQG11 i= — QQ/ 人 一 一 人 
3. 二 阶 张 量 的 分 解 
任何 一 个 二 阶 张 量 都 可 以 按 下 面 两 种 方式 分 解 ， 
( 1) 分 解 为 对 称 和 反对 称 张 量 。 
根据 张 量 加 法 ， 有 


T= (T+ TD) + Ty- Tn) (1—74) 

令 
Aij=TT+TN) (1—75) 
B,, =1(7, ji~Tn) 《1 一 76) 

刚 
1 ,= Ai;+ Bb,, : (1 —74’) 


由 式 《1 一 75) 最 然 有 44,1; 二 4;,， 也 以 4,; 是 对 称 张 量 ， 由 式 
(1 一 76) 知 ，6,; 是 反对 称 张 量 。 所 以 任何 一 个 非 对 称 的 二 附 
张 量 都 可 以 分 解 为 一 个 对 称 张 量 和 一 个 反对 称 张 量 之 和 。 


站 》 根据 求 和 约定 ， 在 单项 式 中 应 对 重复 指标 求 和 ， 因 此 不 求 和 时 必须 加 以 注 
明 ， 这 时 震 示 1 | ,= 0 ， 1,,= 0 ， 了 as = 0 。 以 县 崩 、 
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例如 ，. 弹 性 体 变形 时 位 移 向 量 为 v,， 则 uv; 为 一 个 二 阶 张 
量 ， 它 可 以 分 解 为 


0 1= Vt yi) + (Wis Vs) (1 一 77) 


其 中 ， 对 称 部 分 


ey= Vt 0) (1 —78) 
为 应 变 张 量 ， 反 对 称 部 分 
i= Vi V1) (1—79) 
可 以 写 为 
OF OCiih (1 一 80) 
或 : Oi Uryje sih 《1 一 80 》 
式 中 四 ,为 转动 分 量 。 


(2 ) 分 解 为 球 张 量 积 偶 张 量 。 
设 有 二 阶 张 量 ! ， 令 


T=5T (1—81) 
则 称 !7 6 为 4 ,j; 的 球 张 量 ， 而 差 
ii ii 一 人 6 (1 一 82) 


称 为 了 ,, 的 偏 张 量 。 

在 弹性 力学 中 ， 应 力 张 量 0,; 的 球 张 量 061;( 0 = 二 01 ) 与 
体积 变形 有 关 ， 偏 张 量 s ,j==o0,; 一 06,; 与 形状 变形 有 关 。 

4.” 共 轿 张 量 

车 7 ,是 二 阶 张 量 ， 根 据 张 量 的 定义 ， 很 明显 7;, 也 是 二 阶 张 
贡 ， 张 量 7,, 和 7,, 互 称 共 轿 张 量 。 根 据 前 面 的 分 析 可 知 ， 一 对 共 
狐 张 量 的 和 是 对 称 张 量 ， 差 是 反对 称 张 量 。 


第 六 节 ” 张 量 的 主轴 、 主 值 和 不 变量 
在 材料 力学 中 ， 反 应 鹤 面 特性 的 惯性 矩 和 惯性 积 T- ， 了， 
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了 。， 它 们 的 转轴 关系 是 符合 张 量 定 义 的 。 实 际 上 ， 它 们 是 二 维 
空间 中 的 二 阶 张 量 。 在 研究 它们 的 性 质 时 ， 曾 指出 它们 具有 惯性 
主轴 ， 最 大 和 最 小 惯性 矩 以 及 第 一 和 第 二 不 变量 等 。 在 弹性 力学 
中 研究 一 点 应 力 状态 和 一 点 应 变 状态 以 及 薄板 中 的 内 力矩 时 ， 几 
乎 重复 着 完全 相同 的 推演 过 程 ， 并 指出 相同 的 事实 一 一 主轴 ， 主 
值 和 不 变量 。 实 际 上 ， 这 些 是 二 - 阶 张 量 基 本 性 质 ， 满足 统一 的 数 
学 规律 。 
”” 设 有 任意 一 个 二 阶 张 量 a,,， 为 了 便于 理解， 你 可 以 把 它 想 
像 为 应 力 张 量 或 应 变 张 量 。 按 式 《1 一 51) ， 它 与 任 一 向 量 6; 的 
线性 组 合 仍 为 一 向 量 ， 用 c ,表示 ， 则 

cj;=a;ib) (Ca) 
这 样 ，a,; 相 当 于 一 个 变换 ， 它 把 一 个 向 量变 换 成 男 外 一 个 向 量 。 
若 网 量 c; 与 5; 共 线 ， 即 疝 量 5) 经 a,; 变 换 后 只 改变 大 小 不 改 变 方 
向 ， 则 向 量 5; 的 方向 称 为 张 量 a ; ;的 主 方向 或 主轴 。 

ci=Ab; : (b> 
式 中 ，4 称 为 张 量 a 的 主 什 ， 将 (5) 代入 (a) 得 

ai1b;= 48, (c) 
由 式 (1 一 9) ， 式 0(c) 可 以 写 为 

awb;= A6iib; 
或 (ai—A6NLb= 0 / (dad) 
该 式 表 示 关 于 6; 的 三 个 齐 次 方程 式 ，5; 有 非 零 解 的 条 件 是 系数 行 
列 式 为 零 ， 即 


| Gil 一 人 dis G13 
| G 21 022 一 人 G23 一 0 (e} . 
| asl G8, Qss 一 4 


展开 行列 式 得 到 关于 4 的 三 次 方程 式 ， 


z io a a a 
hantantaw) +A| 盾 | | : 


Cs» Uss 


. 30 ¢ 
Gl: CI Gls 
Qi! G12 
+ 本 1 (os dss 一 0 《1 一 83) 
d21 G92 
! Us1 (Gas2 “Usa 


求解 该 方程 得 到 三 个 根 ， 如 ai; 对 应 的 二 阶 张 量 人 第 阵 是 实 对 称 的 
则 有 三 个 实 根 ， 设 其 为 14,，4,，4，。 根 据 熟 知 的 方程 式 根 号 系数 


的 关系 有 
1 一 Gill 十 ao 十 ss 一 4 十 4 十 As 


Q22 Qs LI 41s3 | a C12 
7 ,= | 十 | 
dss Gas3| Qs! 4 0a: U22 
二 几 /十 ,As 十 a) 
Ql Qs Q1s z 
/= | Qs aqQo Q2s | 一 /4243 


] 
Qs Ga» 233 


(1 一 84) 
我 们 知道 ， 方 程式 的 根 1:，4:，43: 是 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 
的 。 因 此 ， 在 坐标 旋转 变换 时 1;,，7,，1 :这 三 个 量 并 不 改变 ， 称 
为 张 量 的 不 变量 ， 并 分 别称 为 二 阶 张 量 的 第 一 、 第 二 和 第 三 不 变 
量 。 对 于 二 阶 张 量 ， 独 立 不 变量 的 个 数 是 3 ， 由 此 还 可 以 组 合 无 
学 多 组 不 变量 。 例 如 不 变量 
1 一 2 一 ai 二 as 十 ai 十 20iy951 十 2a2:0a 十 2a041018 
一 4 十 4 十 用 (f) 
实际 上 ， 由 张 量 的 运算 可 以 直接 得 到 各 种 形式 的 不 变量 。 例 
如 ， 对 a;; 的 一 对 指标 缩 并 得 


Qii= G11+ 9,2+ ass 
是 第 一 不 变量 ; 对 a;ja,1 两 对 指标 缩 并 得 
Qijdji= a1) 十 qzs 十 a3s+2a1,021+ 26,.3432 2as1a 13 


这 正 是 由 式 (Cf) 表示 的 不 变量 。 同样 a ,ja jia; 也 是 一 | 不 变 
量 等 等 。 
前 边 已 说 过 ， 如 a,; 是 对 称 张 量 ， 一 般 情形 下 式 〈 1 一 83 ) 


3] 。 


有 三 个 不 等 实 根 。 由 代数 理论 可 知 ， 它 们 是 具有 极 值 性 质 的 主 
值 ， 因 而 具有 三 个 主 方向 ~ 一 主 值 的 方向 ， 也 称 为 主轴 ， 它 们 彼 


此 正 交 。 
对 于 对 称 的 二 阶 张 量 a, ;利用 连 并 构成 标量 
P= QjjTiri (1 一 85)》 
令 p = 1 则 得 到 二 次 曲面 方程 
qirirvj;= 1 (1 一 86) 


这 样 ， 可 使 每 一 个 二 阶 对 称 张 量 与 一 个 二 次 曲面 相对 应 。 


遍 张 量 的 志 法 
在 这 一 节 ， 我 们 只 是 给 出 张 量 的 分 量 记 法 ， 而 不 定义 张 量 。 


一 、 上 标 、 下 标 、 目 由 指标 


在 第 一 章 笛 卡尔 张 量 中 ， 我 们 曾 采 用 带 下 标的 字母 瑚 示 张 
量 ， 如 用 oa, 表示 向 量 ， 用 a,; 表 示 二 阶 张 量 等 等 。 很 自然 地 会 想 
到 ,用 带 上 标 和 既 带 上 标 又 带 下 标的 字母 来 表示 张 量 的 问题 ,事实 
正 是 如 此 , 普遍 张 量 理论 同时 采用 上 标 和 下 标 , 这 样 表示 给 张 量 计 
算 带 来 很 大 好 处 。 上 标 称 为 赣 变 指标 , 下 标 称 为 协 变 指 标 。 具 有 上 
标的 分 量 称 为 张 量 的 逆 变 分 量 ， 具 有 下 标的 分 量 称 为 张 量 的 协 变 
分 量 ， 同 时 具有 上 标 和 和 下 标的 分 量 称 为 张 量 的 混 变 分 量 ， 例 如 
一 阶 逆 变 张 量 〈 亦 称道 变 癌 量 ) ， 

7 ,一 一 一 阶 协 变 张 量 〈 亦 称 协 变 向 量 ) 
一 一 二 阶 逆 变 张 量 ; 
7 了 ,一 一 二 阶 协 变 张 量 ， / 

Ti 或 7 了;' 一 一 二 阶 温 变 张 量 ， 贺 后， 表示 一 个 空位 ,以 区 分 
i ， 了 指标 的 次 序 ， 对 称 张 量 二 者 相等 ， 记 为 全 ;， 

7 ;六 一 一 三 阶 混 变 张 量 。 

上 面 字 母 中 的 指标 ， 上 标 或 下 标 都 称 为 自由 指标 。 在 ” 维 空 
间 中 ， 每 个 自由 指标 的 取 值 范围 为 1，2，…2?5 三 维 空间 中 
取 值 1 ，2，3; 二 维 空间 取 值 1， 2 。 改 变 上 自由 指标 的 字母 不 
影响 它 的 舍 义 ， 例 如 0 ,也 可 以 记 为 av 

我 们 采用 字母 加 指标 的 记 法 来 记 张 量 ， 但 是 不 意味 着 乐 用 指 
标记 法 的 量 就 是 张 量 ， 只 有 满足 确定 变换 规律 的 量 才 是 张 量 ， 见 
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第 四 节 。 对 于 张 量 ， 自 由 指标 的 个 数 就 是 张 量 的 阶 数 。 标 量 呈 有 
一 个 分 量 ， 没 有 自由 指标 ， 称 为 零 阶 张 量 ， 向 量 有 一 个 目 由 指 
标 ， 称 为 一 阶 张 量 。 

在 + 维 空间 中 ， 一 个 + 阶 张 量 分 量 的 数目 等 于 mn， 三 维 空间 
为 8， 二 维 空间 为 2 。 本 书 一 般 只 研究 三 维和 二 维 空间 中 的 张 
量 ， 但 是 完全 可 以 推广 到 ” 维 空间 。 

这 里 ， 只 约定 了 记 法 ， 并 没有 年 义 张 量 。 因 此 ， 例 如 对 于 向 
量 ， 到 底 什么 是 逆 变 向 量 ， 什 么 是 协 变 向 量 ， 二 者 有 什么 关系 等 
问题 ， 将 在 后 面 几 节 里 详细 研究 。 


二 、 爱 因 斯 坦 (Einstein) 求 和 约定 。 只 标 


在 普遍 张 量 理论 中 ， 求 和 简 记 法 是 这 样 规 定 的 ， 在 一 个 单项 
式 中 ， 同一 个 指标 出 现 两 次 ， 上 且 一 次 作为 上 标 ， 一 次 作为 下 标 ， 
就 表示 对 该 指标 求 和 。 这 一 规定 通常 称 为 爱 因 斯 坦 约定 。 上 述 表 
示 求 和 的 重复 指标 ， 在 求 积 后 不 再 出 现 ， 称 为 三 标 〈 或 倪 标 ) 。 
王 标 的 字母 可 以 任意 改变 而 不 影 啊 原 式 的 数量 关系 。 例 如 
| ‘= (2—1) 
亦 可 写 为 
z 1 一 0G8X 
其 展开 式 都 为 
E 一 air 十 G1r2 十 Q3X3 
£’=atrit GEZ2 二 GZ 


E3 一 0321 十 G3T72 十 G3T 
注意 不 要 把 上 标 与 采 方 相 混 。 另外 ， 与 信 卡 尔 张 量 不 同 ， 求 
和 指标 必须 一 个 是 上 标 ， 一 个 是 下 标 ， 而 在 一 个 单项 式 中 不 会 出 
现 相同 的 下 标 或 上 标 。 
二 、 碗 罗 内 达尔 6 记号 
在 普遍 张 量 理论 里 ， 克 罗 内 克 尔 记号 定义 为 


1， 当 i? 二 了 

5)= {0 wi (2 一 2) 
对 于 记号 61， 可 以 直接 由 定义 及 求 和 约定 证 明 下 列 各 式 ， 
1. 6i=61+62-+63=3 (2—3) 
2. 616}=6;i | (2—4) 
3. 6ji6i=6:=3 (2 一 5) 
4， 616461 一 0) (2 一 6) 
5。 GZ 一 2 (2 一 7) 
6. ai6t=a, : (2—8) 


记号 5} 还 将 在 表示 和 推导 张 量 方程 中 得 到 应 用 。 


四 、 重 换 竺 号 


在 普遍 张 量 中 ， 除 了 采用 像 笛 卡尔 张 量 中 带 下 标的 置换 符号 
eijs 外 ， 还 采用 带 上 标的 置换 符 记 e''*， 它 们 定义 为 
1， 若 (1 ,7 ,R) 为 循环 序列 ; 
ei'it=e,,, | 一 1 ， 若 (7 ,7 ,RD) 为 道 循环 序列 
“ 0， 若 (i ,7 ,&) 为 非 循环 序列 。 
(2—9) 
关于 循环 序列 、 闻 篆 环 序 列 和 非 循环 序列 参见 式 (1 一 14》 
的 说 明 。 
” 利用 置换 符号 可 以 简化 公式 的 表示 。 举例 如 下 : 
1. 表示 行列 式 。 令 三 阶 行列 式 


a! das a3 
G 一 | a a a2 《2 —10) 
: a1 a2 as 


galasas + a! at 十 G20381 
—~aiaia— alaa3 ~- aiad?as 


利用 置换 符号 ， 上 式 可 以 写 为 
"alasa? 《2 一 11) 


。35 。 
a~e,,aia!las ( 2 —12) 
上 二 式 的 正确 性 可 以 用 展开 法 直接 证 明 。 / 
如 把 式 (2 一 12) 的 右 端 改写 为 eljsdiafas， 这 就 相当 于 
交换 了 原 行 列 式 中 的 两 列 ， 对 应 


ds da: G8 
一 0 一 | ay a? a? 《2 一 13) 
a; 6 a3 
它 可 以 表示 为 
ep1s0=eE,1radiaiats 【《 2 一 14) 
式 (2 一 10)》 的 奇 次 换 列 得 - 4 , 偶 次 换 列 得 o ,一 般 地 可 以 表 为 
EGG 一 ERGTIGTGY 《2 -一 15》 
Ei71p0 一 EL aialat 《2 一 16) 
当 用 更 普遍 的 行列 式 : 
dar Qa: a: 
A=| ar a:s at ( 2 一 17) 
Gr da! a! 


代替 式 (2 一 10) 时 ， 显然 大 o = r =1,Pp = S 二 2， d= tt 二 3、 
则 有 4 = 4a， 对 于 更 一 般 的 情形 有 


A=~ae'“e,,, ( 2 —18) 
完全 类 似 地 可 以 导出 下 列 各 式 ， 
“a= az =e,sa'laisats = enn0!! ga" gs 
( 2 一 19) 
el "ae,.na''lai"ar" : ( 2 一 20) 
ECG 一 ECGILGI GO 名 ( 2 一 21) 


dfh J 
a= lapol 一 6 人 6i1912Gh1 一 6 tuwGs。 《2 一 22) 
EnnG 一 CI GT1GinGha ( 2 一 23) 


ejpd—=e! GTGinGhan 《2 一 247 


昌 36 . 
例题 ] 试 证 明 ， 两 个 同 阶 方 隆信 与 B 之 积 (C=APB) 的 
行列 式 等 于 和 与 BB 的 行列 式 之 积 。 


证 明 以 3 x 3 阶 方 阵 为 例 。 令 
A=[ajy, B=[06i), CG=Cel) 


则 
2 一 G 0 
和 A 和 B 的 行列 式 为 
detA=a=e!""aliaZas 
| detB=6 
又 El 0 一 CIihDiD7D 
于 是 ab=alasase'™""b=alasadb!brbreri 
~Ccicicieiit=ce 
2. 四 量 的 又 积 。 设 
d=a’e,, b= be,, c—=axb=ce.,e! 
( 设 e,、e "都 是 单位 正 交 基 回 量 ) 则 有 
| pe! e2 es 
c=axb= 6 Ga 
pb! pb2 bs 
展开 式 为 


C= (a2b3— asb’)e! + (asbl—alb’)e!’ + (atbt— atb')e: 
与 C=c;e' 对 比 得 到 
c=abhs—ab=e,aib: 
co,= ab!l—alb—~e,aibt 
cs=a'b0*— ab!l=~esaib® 
或 统一 表示 为 
Ci 一 ENGTO8 ( 2 一 25)， 


五 、 求 普通 导数 的 简 记 法 
车 取 坐标 参数 为 z!， 则 偏 导 数 记 为 


es 47 .* 


OV, 
Eb 
Ou! / 


Or i 
Ou 

Oxi ,i 
QQ? 

S770 人 


在 一 些 著作 中 也 记 为 -39 bu， 一 3 om -2 和 
396; 等 等 。 | 和 
除了 上 述 的 记 法 外 ， 还 有 其 它 符号 将 在 后 面 介 绍 。 
例题 2 用 张 量 记 法 表示 和 给 阵 相 乘 。 设 
A=[ai]，B=[b']， 试 表示 ; @®@ AB， @ ABAT, 
QQ 设 C=[c jj， 则 
CT 一 0j107 
对 设 D=[d'/']， 则 


dii=—a'iaibs™ 


第 二 节 ” 基 向 量 、 向 量 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 


一 个 物理 或 力学 问题 ， 总 是 在 一 定 的 空间 发 生 的 ， 但 是 它 的 
内 在 规律 不 应 该 依赖 于 所 选择 的 坐标 系 ， 或 者 说 自然 规律 是 协 变 
的 ， 也 就 是 描述 自然 规律 的 数学 表达 式 的 形状 不 应 随 坐 标 系 的 选 
择 而 改变 。 

出 加 ， 我 们 知道 ， 弹 性 力学 问题 所 应 满足 的 自然 规律 包括 平 
衡 关系 、 几 何 关 系 和 物理 关系 三 个 方面 。 为 了 求解 的 方便 ， 在 处 
理 具体 问 题 时 总 要 选择 某 种 特殊 的 坐标 系 ， 为 此 曾经 建立 了 各 种 
坐标 下 的 基本 方程 式 ， 如 直角 坐标 、 柱 坐标 等 。 我 们 发 现 同 一 个 
方程 在 不 同 的 坐标 系 中 有 着 明显 的 差别 ， 而 且 建 立 这 些 方 程 也 是 
相当 麻烦 的 。 因 此 ， 就 想 一 方面 在 解决 具体 问题 时 利用 坐标 系 ， 


as。 3 » 


另 一 方面 ， 在 建立 描述 自然 规律 的 方程 时 摆脱 坐标 系 。 为 了 作 到 
这 一 点 ， 就 要 建立 对 任何 坐标 系 都 成 并 的 张 量 方程 。 从 这 一 节 开 
始 我 们 就 来 研究 物理 量 在 不 同 坐 标 系 间 的 关系 。 

如 果 是 一 个 标量 ， 例 如 功 、 能 量 ， 它 不 管 你 选择 什么 样 的 坐 
标 系 总 是 不 变 的 。 : 

如 果 是 向 量 (如 力 、 位 移 ) 或 张 量 〈 如 应 力 张 量 、 应 变 张 
量 ) ， 它 们 的 分 量 将 随 着 所 选取 的 坐标 系 和 基 向 量 而 变化 。 至 于 
如 何 选 择 坐 标 系 ， 要 视 具 体 问题 而 定 。 而 基 疝 量 的 选择 要 便于 计 
” 算 ， 使 所 表示 的 物理 量 较 好 ， 即 具有 张 量 形式 。 辟 如 ， 第 一 章 的 
佣 卡 尔 张 量 ， 采 用 三 个 相互 正 交 的 单位 癌 量 作为 基 铅 量 是 很 合 造 
的 ， 但 是 把 它 用 于 斜 角 坐标 或 曲线 坐标 就 不 方便 了 ， 下 面 详细 讨 
论 这 一 问题 。 


一 、 第 卡尔 直角 坐标 系 


这 是 人 们 比较 熟悉 的 坐标 系 ， 应 用 广泛 ， 物 理 问 题 的 数学 表 
达 式 在 这 样 的 坐标 系 里 往往 比较 / 
简单 。 第 一 章 已 经 研究 了 笛 卡 尔 
张 量 的 计算 ， 并 且 只 用 了 带 下 标 
的 量 ， 这 一 章 开始 同时 采用 上 标 
和 下 标记 法 。 
在 笛 卡 尔 直角 坐标 系 常 采用 
三 个 相互 垂直 的 单位 向 量 ?2、7J 、 
k 作为 基 向 量 。 (图 2 一 1) 。 
为 便于 采用 张 量 记 法 ， 置 
el=1i, @,=j, es=k ( 2 -一 26) 
任何 一 个 回 量 都 可 以 用 三 个 基 回 量 的 线性 组 合 来 表示 。 例 
如 ， 力 辐 量 了 可 表 为 
P= P'e,+ Pie,+ Pe,=P'e, (2 一 27) 
位 移 和 疝 量 4 可 表 为 


UUie + ue, + ue =u'e, (2 —28) 


39 。 


上 列 各 式 中 带 下 标的 基 向 量 e, 称 为 协 变 基 向 量 ，P1，w' 分 别称 
为 向 量 P 和 u 的 逆 变 分 量 。 如 用 上 标 表示 基 向 量 ， 轩 


e'=i, e’=j, es=k (2 一 29) 

则 向 量 P 和 4 还 可 分 别 表 为 . : 
P=Pe'i+P,e:+ Pe’=P,e! ( 2 一 30) 
U=ue!'t+u,e’+use =uUjei (2—3]1) 


式 中 ，e! 称 为 逆 变 基 向 量 ，P;、wj 分 别称 为 向 量 P 和 4 的 协 变 分 
量 。 | 
根据 上 面 的 表示 和 求 和 约定 ， 计 算 向 量 的 点 积 ， 例 如 力 P 在 
位 移 u 上 所 作 的 功 可 以 表示 为 
W=P.u= Piu,=Pivu, ( 2 一 32) 
上 面 计算 中 采用 了 两 种 基 向 量 ， 协 变 基 向 量 e, 和 逆 变 基 向 量 
e!， 都 是 单位 向 量 。 实 际 上 ， 两 种 基 向 量 是 重合 着 的 。 任 意向 量 
用 这 两 组 基 向 量 表示 ， 相 应 地 得 到 向 量 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 ， 
它们 都 是 向 量 在 相应 坐标 轴 上 的 投影 ， 向 量 点 积 例如 功 的 表达 式 
《2 一 32) ， 有 两 种 形式 。 但 是 ， 在 值 卡尔 直角 坐标 系 里 看 不 出 
有 区 分 逆 变 和 协 变 的 必要 ， 因 为 除了 记号 上 的 改变 ， 没 有 增加 新 
的 内 容 ， 也 没有 带 来 特别 的 方便 ， 然 而 把 这 里 所 用 的 概念 推广 应 
用 到 斜 角 坐标 或 曲线 坐标 系 就 有 了 新 的 意义 了 。 


二 、 币 卡尔 斜 角 坐 标 系 


一 般 情形 ， 似 乎 在 直角 坐标 系 里 可 以 把 物理 上 的 基本 方程 表 
示 得 篇 单 些 ， 但 是 求解 间 题 并 不 总 是 方便 的 ， 例 如 分 析 一 个 斜 交 
板 利用 斜 角 从 标 就 更 方便 些 ， 这 就 需要 研究 物理 量 或 几何 量 在 和 
卡尔 人 射 角 坐 标 系 的 表示 。 | / 

设 三 个 不 共 面 的 单位 向 量 e、e*、e? (彼此 并 不 一 定 正 交 ) 
构成 斜 角 坐标 系 的 协 变 基 向 量 。 因 为 它们 彼此 线性 无 关 ， 所 以 任 
何 一 个 向 量 都 可 以 通过 它们 表示 ， 例 如 ， 力 向 量 己 可 以 表 为 

PoP'e wf et Poe*—Pi'ie* 《2 -一 33》 
式 中 ，P! 称 为 向 量 P 的 逆 变 分 量 ， 见 图 2 一 2， 二 维 情形 见 图 


es AOD 。 


2 一 3 。 向 量 的 分 解 和 合成 符合 平行 四 边 形 法 则 。 

式 〈2 一 33》 与 直角 坐标 系 中 的 式 〈 2 一 27) 具有 同样 简洁 
的 形式 。 但 是 必须 注意 ， 这 时 向 量 的 逆 变 分 量 并 不 等 于 向 量 在 坐 
标 轴 上 的 投影 。 因 此 ， 若 位 移 向 量 表示 为 


U—ule*+ue*-+ue*:—uie* (2—34) 


则 功 砂 尖 Piut+ Paua+ Prus 。 我 们 就 二 维 情形 计算 功 的 大 小 ， 
假设 坐标 轴 1 与 2 的 夹 角 为 0， 则 ef.et=e2s.€,= 1, elie 
一 eyel 一 CoSC， 所 以 
W=P.u= (Piet+P?e?). (ue*+ ue:) 
=Pu + Puwt+ (Piu:t+ Pu')ceosa 
: 这 样 看 来 ， 只 采用 逆 变 分 量 ， 在 斜 角 坐 标 系 中 不 能 把 功 表 示 为 简 
洁 形 式 。 现 在 我 们 引入 一 个 新 的 基 向 量 ， 用 带 上 标的 向 量 e*!、 
e””、e*“ 表 示 ， 称 为 逆 变 基 向 量 。 遂 变 基 问 量 由 协 变 基 向 量 按 下 
式 确 定 ( 见 图 2 一 2、 2 一 3) 1 
e*i.e*—= 61 ( 2 一 35) 

由 该 式 可 知 ， / 

1l. e@ er (+#)); 

2， 逆 变 基 向 量 e*’ 不 是 单位 向 量 。 其 二 维 情形 ， 由 式 ( 2 一 
35) 的 关系 有 


e”*'.e1= Je”'|. lei| cos (90— a)=1 


同 理 


SIN a 
式 中 ，Cc 是 原 侍 角 坐 标 系 1 轴 和 2 轴 的 夹 角 。 
因为 协 变 基 向 量 是 线性 独立 的 ， 根 据 式 (2 一 35) ， 逆 变 基 
向 量 也 是 线性 独立 的 。 办 此 向 量 忆 也 可 以 用 逆 变 基 向 量 的 线性 组 
合 表 示 ， 为 : 
P=Pe*!+ Pe**+ Pe*s=P,e*’ ( 2 一 37) 
式 中 ， 扬 ; 称 为 回 量 王 的 协 变 分 量 。 
由 于 己 同 时 由 式 〈2 一 33) 和 《2 一 37) 确定 ， 所 以 P 的 道 
变 分 量 和 协 变 分 量 必然 存在 着 固定 的 关系 。 在 二 维 情形 ， 显 然 有 
Pie*’+P,e*’=P'et+P’e? 
分 别 用 e+，e 点 乘 上 式 两 边 ， 并 注意 e*.e*=1 (不 求 和 ) ， 
eriveji 一 COSQ (17) 及 e*',e'=61, 则 得 
P=Pi+ Pcosa 
: : | ( 2 —38) 
P,= P+ Plcogsa 
它 的 几何 解释 可 由 图 2 一 3 见 到 。 癌 量 的 逆 变 分 量 与 协 变 分 量 的 
一 般 关 系 见 第 三 章 。 
现在 我 们 再 来 计算 功 或 向 量 的 点 积 ， 并 把 一 个 向 量 用 逆 变 分 
量 表示 ， 另 一 个 用 协 变 分 量 表示 。 如 置 | 
PrPe*', w=ui'e* 
则 | 
W=P.uw=P,e*'.wiet=P,ud!=P,u 
加 置 P=P'e*,， 4 一 22 则 有 7 一 Piu 所 以 功 可 用 两 种 形 
式 ， 简 洁 的 玫 为 
W=P ui=Piv, (2 —39) 
这 两 种 表示 的 几何 解释 可 见 图 2 一 4。 - 


es A2 。 


2 一 4 


设 u， v 是 任意 两 癌 量 ， 同样 有 


2 一 110 一 信访 (2 一 40) 


三 、 柱 坐标 系 


现在 考虑 圆柱 坐标 系 (简称 柱 坐 标 系 ) 的 情形 。 任 何 一 个 空 
间 点 上 的 向 量 都 可 以 在 协 变 基 向 量 或 逆 变 基 向 量 上 分 解 ， 这 可 以 
从 两 个 方面 来 理解 

1， 空间 有 个 固定 的 坐标 系 ， 基 向 量 固定 在 坐标 原点 ， 把 向 
量 移 至 原点 分 解 ， 然 后 再 移 加 到 作用 点 ; 

2. 在 空间 的 每 一 点 上 都 有 一 组 基 向 量 ， 向 量 在 作用 点 就 地 
按 基 向 量 分 解 ， 这 时 把 基 向 量 看 成 是 一 个 活动 标 架 ， 可 以 随时 安 
放 在 每 一 个 空间 点 上 。 

对 于 直线 坐标 系 ， 由 于 通过 空间 任意 点 的 坐标 线 都 有 相同 的 
方向 ， 所 以 活动 标 架 上 的 基 向 量 和 固定 在 原点 的 基 向 量 无 论 大 小 
和 方向 都 是 相同 的 。 

对 于 曲线 坐标 系 ， 在 某 坐 标 原 点 建立 一 组 固定 基 疝 量 是 无 意 
义 的 ,所 以 只 能 采取 上 面 的 第 二 种 作法 建立 活动 标 架 , 协 变 基 向 量 
的 方向 切 于 该 点 坐标 曲线 并 指向 坐标 增加 的 方向 ， 可 以 取 为 单位 
向 量 ， 也 可 以 不 是 单位 向 量 ， 但 是 进行 张 量 运算 取 单位 向 量 并 不 
方便 。 
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这 里 我 们 来 考查 柱 坐 标 ， 在 4 点 安 上 由 协 变 基 向 量 构成 的 活 
_ 动 标 架 e;,，e, 是 相互 正 交 的 单位 向 量 (图 2 一 5)。 


z 图 2 一 5 
过 4 点 的 某 线 元 向 量 ds 可 以 表 为 
ds=e,drt+e,"rd0+esd2 ( 2 一 41) 
这 实际 上 是 把 dr、rd6、dz 看 成 向 量 ds 的 逆 变 分 量 了 ， 由 于 有 
类 似 于 rdb 项 的 出 现 将 给 运算 带 来 不 便 。 如 果 我 们 稍微 的 变化 一 
下 ， 了 到 坐标 的 微分 为 向 量 ds 的 道 变 分 量 ， 前 边 的 系数 作为 协 变 
基 向 量 ， 并 分 别 记 为 / 


dzi=dr, dxi:=d0, drs=dz: ( 2 一 42) 
2 一 el 82: 一 e:7r，28s: 一 Cs ( 2 一 43) 
这 样 ， 式 (2 一 41) 可 重新 写 为 
ds=g&idr' +g:dz:+ gsdr:=g,dr’' 
由 此 看 出 ， 在 柱 坐 标 中 ，&,，&: 是 单位 向 量 ，& :不 是 单位 
向 量 ， 而 且 也 不 是 常量 ， |g,| =r+r， 即 gg, 的 大 小 依赖 于 坐标 7， 
有 量 纲 ，g1，g: 的 方向 还 随 0 而 变化 。 


区 、 符 意 侍 标 系 
用 上 面 的 方法 ， 对 任意 坐标 系 (包括 直线 的 和 曲线 的 ) ， 总 


， 44 。 


可 以 把 线 元 向 量 表示 为 下 面 的 坐标 微分 形式 
QaS 一 Edxi (2 一 44) 8 


式 中 dz' 一 一 坐标 的 微分 ， Yr dy de 
”8, 一 一 协 变 基 向 量 。 Bad 
对 于 任意 的 曲线 坐标 系 ， 芝 ,中 的 
每 一 个 都 不 是 单位 同 量 ， 都 是 坐 2 一 
标的 函数 并 且 具 有 量 纲 。 
今后 将 采用 由 式 (2 一 44) 确定 的 在 所 有 坐标 系 都 适用 的 协 
变 基 向 量 。 下 面 推导 基 向 量 的 具体 表达 式 。 
假设 空间 两 邻近 点 4 和 BB， 它 们 对 某 固定 点 O〔 例 如 原点 ) 
的 位 置 向 量 分 别 为 Yr 和 7r’，r =7+dr，A、B 间 的 线 元 向 量 ds 
等 于 位 置 向 量 的 增 量 dr， 即 ds=dr。 (图 2 一 6) 。 向 量 ? 是 
坐标 的 函数 ， 因 此 有 : 


or Or Or 
ds=dr= yi QT 十 3 dr + redr / 


比较 式 〈2 一 44》、 (2 一 45) 得 
or 
2 一 Ox =T,, z (2 一 46) 


由 此 式 得 出 ， 协 变 基 向 量 等 于 位 置 向 量 对 相应 曲线 坐标 的 偏 导 
数 ， 其 方向 与 坐标 曲线 相 切 。 若 选 定 了 确定 的 曲线 坐标 就 可 按 式 
( 2 一 46) 求 得 协 变 基 疝 量 ， 其 大 小 和 方向 都 与 坐标 有 关 。 

根据 协 变 基 疝 量 &, 按 下 式 定义 逆 变 基 向 量 &'， 使 

g1*. 8 二 06) (2 一 47) 
该 式 指出 ， 逆 变 基 向 量 中 的 每 一 个 与 不 同 指标 的 协 变 基 向 量 正 
交 ， 每 一 个 的 大 小 都 不 一 定 是 单位 向 量 ， 而 且 也 可 以 具有 量 纲 。 

协 变 基 向 量 与 逆 变 基 向 量 互 称 互 道 基 向 量 。 已 知 一 种 形式 的 
基 向 量 后 就 可 由 式 〈2 一 47) 确定 互 逆 基 向 量 。 但 是 ， 这 样 做 不 
方便 ， 具 体 求法 将 在 后 面 详 述 〈( 见 第 三 节 和 第 三 章 第 一 节 ) 。 


* 45 。 


例题 1 试 由 式 (2 一 46) 确定 笛 卡尔 直角 坐标 系 中 的 协 变 
基 向 量 和 逆 变 基 向 量 。 
位 置 向 量 7 在 箔 卡尔 直角 坐标 系 中 可 以 表 为 
六 一 Xie 十 Z2e) 十 Z3e， (a“) 
式 中 ，ei、e:*、e:* 是 相互 正 交 的 单位 向 量 ; Z: 、22、 2 是 坐标 。 
按 式 ( 2 一 46) 9 有 


F . 
Es= 8,.—— 7 =e (5b’) 


g.=8:=— =e, 
然后 ， 根 据 式 《2 一 47) 有 gg。… 8: 一 0， g!1.8s=0, g!'。 
1!=1) 所 以 和 是 与 8，、 2g? 垂直 
的 单位 向 量 ， 即 8 = 8!=e@， 
同 理 8'=g:=e,，8'=8’= 
© ,, 
例题 2 试 确定 平面 极 坐 标 
中 的 协 变 基 向 量 和 逆 变 基 向 量 。 
《图 2 一 7) 。 
位 置 向 量 r 可 以 表 为 
r=rcos0e,+r singbe, (a’y 


坐标 取 为 > 二 +r，z 二 0， 由 式 (2 一 46) 求 得 


Or / / 
8,.=81=™ = Cos0e,+ singe, 


z (中 
or | : | 
8 一 38: 一 = 一 rSinbgei+Trcosbe: 
很 明显 ， Ig|=1, |& ,| 一 了 
由 5 58.=0，& 8E.=1 及 式 (6') 有 
£'=£8,=cCo0e,+ sno0e, (ey) | 
义 由 82.8, 二 0，8 .8 一 1 得 8 4.8.， 即 方 铝 与 & 一致 ， 其 大 小 


ee 46 。 


可 由 8 和. gd =1，|gs =* 求 得 |& = 土 。 所 以 

gr 0 + te, z : (d”) : 

例题 3 ” 求 平面 斜 角 坐 标 系 / 

中 的 协 变 基 向 量 并 求 出 |g 及 
|g,| 。 (图 2 一 8) 0 

设 斜 角 坐 标 系 的 坐标 参数 为 
和 ”， 由 图 2 一 8 有 

T=é+1co8a, y=7SINna 
(a’) 


所 以 
r=(é+7cosa)e,+7sinae, (b’) 
代入 式 (2 一 46) ， 得 


g1=81=-S -=e 
(c’)y 
g1= ,= Scosaert sinae, 
显然 ， 此 二 向 量 的 夹 角 为 <， 大 小 分 别 为 
lIg8s| =1,， 18 一 (COS Ca 十 sin2a)?= 1 .(d’) 
例题 4 ” 求 椭 圆 一 双 曲 坐标 
系 中 的 协 变 基 向 量 ( 图 2 一 9)。 
设 曲线 坐标 参数 z: 一 所，z 
二?， 它 与 卫 角 坐标 z 和 2 的 关系 
为 
t=chécosn, y= shésin’ 
(a’) 


所 以 
r=chécosne,+ shésinne, 图 2 一 9 
《6b”) 


和 47 必 
由 式 (2 一 46) 求 得 
2 +chésinne, 


: (c’) 
81=81=- = 一 chegSm7e， 十 shécosne, 


五 、 向 量 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 


在 最 一 般 情形 下 ， 逢 应 于 任何 笃 标 系 的 四 变 基 同 量 和 放 变 基 
问 量 为 8,，&1。 则 任何 一 个 向 量 上 都 可 以 玲 示 为 
P=gP' z ( 2 —48) 
或 P=g/P, ( 2 一 49) 
式 中 2 (向 量 的 不 变性 记 法 ) ， 


了 时 P'!.P ,都 可 以 具有 量 纲 ， 所 以 只 能 使 & ,PP '， SP 
中 的 每 一 项 具有 与 PP 相同 的 量 纲 。 如 果 忆 为 一 个 力 向 量 ，& ,无量 
纲 ， 则 分 量 已 :具有 力 的 量 纲 ， 若 &, 有 量 纲 ， 则 PP: 就 个 具有 力 的 
量 纲 ， 而 8g, 耻 ' 具 有 力 的 量 纲 。 
如 王 表示 力 ， 以 表示 位 移 ， 在 任何 举 标 系 中 者 可 以 把 功 表 

示 为 如 下 的 简洁 形式 ， 

W =P. WP， Bru gi = Pivy6!= Pi'y, ( 2 一 50) 
或 

W=P.u=P,g'uig,=Puidij=Pu! (2 一 51) 


第 三 节 坐 标 变 换 


由 于 学 标 系 的 选取 是 人 为 的 ， 所 以 不 同 坐 标 系 中 的 物理 量 有 
着 固定 的 联系 。 这 一 节 我 们 研究 不 同 坐 标 系 中 基 沿 量 和 任意 其 它 
| 加 量 的 变换 搞 律 。 


e .48 。 


如 果 用 z: 表 示 旧 坐标 系 中 的 坐标 参数 ，z' “表示 新 坐标 系 中 
TXT ,Tr ,7 ), t=1,2,3 ( 2 一 52) 


这 就 是 由 坐标 x 到 内 标 z 的 变换 式 ， 其 反 变 换 式 为 
Ti 二 Xi/ (rl, rT, 7 ), 1 =1/ ,2 ,3 (2 一 53) 


反 变换 式 (2 一 53) 存在 的 条 件 是 函数 式 〈2 一 52) 在 zx'’ 取 值 
范围 内 单 值 连续 ,存在 一 阶 偏 导数 ,和 且 雅 可 比 (jacobian) 行列 式 


《2 一 54) 

关系 式 (2 一 52) 或 《2 一 53) 确定 了 从 一 个 从 标 系 到 另 一 个 从 
标 系 的 坐标 变换 。 这 在 箔 卡尔 张 量 里 就 是 式 (1 一 33) 或 (1 一 32) 
所 表示 的 线性 正 交 变换 。 一 般 情形 下 变换 式 就 要 复杂 得 多 ， 例 如 
极 坐标 和 直角 坐标 同 的 变换 式 和 反 变 换 式 为 


T=rC0S0, y=rSIng0 


及 r=V r+ y’, : 9 一 arctg 二 
显然 ， 上 面 二 式 不 具有 线性 正 交 变换 的 性 质 。 
下 面 我 们 研究 两 个 变换 的 例子 ， 


1， 举 标 微分 的 变换 。 由 式 ( 2 —53) 有 
: ， Or*! Or Drs 
der Bar dr t+ grr dr + ord 


或 : dzw= 2 dxi ( 2 —-55) 
出 式 《2 一 53) 得 到 它 的 反 变 换 式 


ss 49 。 


| dxi= 了 dxr (2 50 
为 方便 ， 引 入 记号 
b / 一 or 《 2 -一 57) 
Bi, = 0 (2—58) 
OX! 


并 称 为 变换 系 数 ， 其 中 BP 称 为 逆 变 换 系数 ， A ,' 称 为 正 变换 系 
数 。 这 样 ， 式 (2 一 55) 、 《2 一 56) 可 以 写 为 


dzr* 一 Br dri - (2—55’) 
及 dz 一 有 dz 《2 一 567) 
2. 梯度 分 量 的 变换 。 标 量 函 数 p 的 梯度 是 向 量 grad 9 ,其 
分 量 为 3 ， 现 对 任 一 开标 z"，z*，z" 定 义 三 个 分 
0 
量 了 9， a0, 2 9， 下 面 考察 这 些 量 如 何 通过 沧 标 变换 式 (2 一 
52) 而 变换 。 
根据 复合 函数 求 导数 规则 有 
Og 09 Ox! OP dr* 9 Ors | 
OX'’ 97 Oxr’’ Ox: Oxr’'’ OX Ox’'’ 
_99 2! 
OX jr! : 
O09 / 09 
训令 Ox’! ik Oxi “| 
并 利用 式 〈2 一 58) ， 则 得 
0i/ 一 有 ,val 《2 一 59) 
类 似 的 得 到 它 的 反 变 换 ， 为 
Qi= fs a : 《2 一 60) 


式 (2 一 55/) 和 (2 一 59) 或 (2 一 56’) 和 (2 -一 60) 表 


0 。 


示 了 两 个 物理 量 一 一 坐标 微分 和 梯度 分 量 的 正 变换 或 逆 变 换 ， 它 

们 都 是 通过 坐标 的 正 变 换 系数 8 ,或 逆 变 换 系 数 有 ， 来 实现 的 。 

这 种 变换 具有 一 般 性 ， 将 在 下 面 几 节 讨论 。 | 
通过 上 面 的 分 析 知 道 ， 如 果 确 定 了 变换 系数 ， 就 可 以 确定 物 

理 量 在 坐标 变换 中 的 变换 规律 。 变 换 系 数 可 由 式 2---57) 和 
(2 一 58) 求 得 。 用 滤 阵 语言 可 以 把 它们 表示 为 / 


| 17 1 Ox! Or! Ozr! 
bi Bb， 8 Or! Or? Or 
2’ oz Or Or 
bi b， bs | Dri Or Or 
7 7 ， | dr drs dr 
B’' B; py ) (DE 
(2—57’) 
及 

or 07 or 
有 用，， Bp,’ dri Qx?, Ors | 
| 
Ox Or Oxz2 | 

pi B2’ pb,, 一 / of f 


Bi Pp, Bs’ Do Dr? Dr 

(2 一 587) 

很 容易 证 明正 变换 系数 矩阵 与 道 变换 系数 矩阵 之 间 的 互 道 关 

系 。 事 实 上 ， 坐 标 z; 是 z* 的 函数 ，z^ 又 是 x' 的 函数 ， 根 据 求 导 
数 的 链 式 法 则 有 


= 一 Si 
Ox Dk pe 91 
出 式 《5 一 57) 、《2 一 58) ， 有 
Bi, Bp =6! (2 —61) 


类 似 她 朋 z 
Bs pi, = 6*, (2 —62) 


/ 


上 面 二 式 也 可 以 用 矩阵 表示 为 
[ / 
py pl, pl 四 ! pbi fa 0 0 | 
Bi bis BE pi pi pi =I010 
Bi Ba a pt gy” pr) ool 
| 
(2 一 617) 
及 
1 7/ ] 7/ 1/ Bi, B!i, Bi, 
bi: pbp; bp}! i 2 3 1 0 0 
Bp1 pi pil pv Bi i=l 0 10 
| pt pi’ py’)| Bt Bi Bir 0 0 
(2 —62’) 
或 
1 ， ! 1 ， NY 
] ”Pa, Ps Ey pi py 
| / (2 一 63) 
| 
| 


有 有 
Bi, pe, Bs 1 0 
有 3 ps 

由 于 式 (2 一 52) 、〈2 一 53) 中 反 变 换 常 常 是 困难 的 ， 所 
以 求 变 换 系 数 时 往往 只 能 应 用 式 (2 一 57) 和 《2 一 58) 中 的 一 
个 ， 另 一 组 需 应 用 式 (2 一 61》 求 出 。 

例题 1 试 确定 各 和 卡尔 直角 从 标 系 间 的 变换 系数 
pi’, 

用 现在 的 记号 ， 式 (1 一 32" ) 可 以 写 为 

ri 一 a! ‘ri (a’) 

式 中 ， Qj 是 新 坐标 负 在 肯 代 标 系 中 的 方向 余 路 。 出 式 (2 一 57) 
和 (2 一 58) 有 


* DI» 


(6") 


及 BI/= cf Cc’) 
亦 即 ， 在 向 卡尔 直角 坐标 系 中 变换 系数 就 是 各 轴 夹 角 的 方向 余 
球 。 | 

对 于 二 维 情形 有 


1/ 1 ， 2 
7 ”一 COSCZ 十 SCZ 


- . 
2X2 =— SNnari+ cosar?’ (d’) 
所 以 
/ 1 7/ 
1/ Or 1 Or 
ji == C80, 有 = 一 Sina 
i f 
: Ox* . / Or? : 
pp? = Si = ~—sina, pb? = Sa 一 COSw (e’) 
又 因为 
1 ， / 
Tl!= COSar!' 一 SCQX“ 
. 1 7 (f") 
T=Sinar! + COS CQ wx: 
所 以 
' T Ox , 
户 ,一 or — COSQ, Bb :二 - = — SINGQ 
也 
OX OX (g’) 
2 ry 。 2 TL 
17 一 = SNa, pb,,= 一 COSC 


例题 。 求 直 角 和 坐标 系 和 柱 坐 标 系 的 变换 系数 。 
因为 直角 坐标 〈z,y,z) 与 柱 坐 标 (r,0,2z) 间 的 关系 为 


=r COSO, 12/ 一 rsin 6, > 一 2z (a’) 


r=7x*+y’, 0 =arctg=， 2 一 2 


i / i 
署 X! 二 X，X? 二 y，Xs: 二 ZzZ 及 Xx! 二 7 ，X* 二 40，Xx? 二 2, 由 式 (2 


一 57) 和 (2 一 58) 得 


1 ，-- Ox _ 1 一- 加 3. 
Bi!1 3 一 00S0， 一 3 7 一 - rsmnb， 
1 , Ox” _ 
pb ~ Ey 二 0 
有 :7 一 9Z_ 一 SmD， 月 2 7 一 90z 二 rcC0OS0, 
】 Or: 
2 , Or (b’) 
bs 和 drs 一 0 
Ox’ Or Ox: 
Pi’ = 一 二 0， bi’ = 一 一 0， ba/= 一 二 1 
Ox! OX? Ox’ 
及 
7 DT 1 Ox! 
有 一 Bri COS 0， 2 57 SIN 8, 
天 1 
pl = = 0 
/Ox _ Sing 7 Or? cosh ， 
有 人 Ox! 和 y » 及; Ox? y 9 (c ) 
严 2 
Bi’ = =0 
/Ox Ox’ ,Ors 
pi oz! -0, Pi -3 0 Pi -3 = 1 
例题 5 求 守 面 秆 卡尔 岗 角 坐标 和 簿 卡尔 直角 坐标 间 的 变 搞 
系数 。 (图 2 一 8) 。 
引用 记号 zx1=x， x=, ZL =E, z2 二 7, 由 图 有 . 
zl 一 ZL 十 22 COSQ, 2z2 一 22 Sina 本 (a’) 
并 由 此 求 得 
/ 2 
rx! =x! -7 ee : 一 (Lb’) 


于 是 可 根据 式 (2 一 57) 、 (2 一 58) 求 出 


dr!’ dx? 
2 2 
bs’= 0 ~ 0, bi’= 0 = ne (e ) 
T 心 
及 
81 = Ax! 一 ] 1/_ 07 CC 
1 dr! ， 2 Ox: Sin Cw 
/ DZ2 7 / ox’ 1 
Pt = dr 0, bz = Gz: sina (qd) 


例题 4 试 确定 连接 直角 坐标 与 球 坐 标的 变换 系数 。 (图 
2 一 10) 。 


图 2 一 10 


设 直角 坐标 为 x! 二 z，z? 二 y,x?* 二 z, 球 举 标 为 Xx! =r,z2 = 
0， xz3 二 p。 举 标 变 换 式 和 反 变换 式 为 


T=rCOSPCOSG, y=rcospsing, z=rsing (a’) 
及 
2 2 >、 了 | QZ 
一 (2 +y +2°)?, 0 一 arctg 一 ,9 = aretg 一 一 一 一 
(Z 十 区 2 
(Lb) 
由 式 (2 一 57) 、 (2 一 58) 求 得 
817 一 coggcosp， pi;= —rsingceosy, 
有 7 一 一 rcoS0Sin 
Pi:= singco8sg, Bi/=rcosgcosg, Bi'= —rsingsing 


(c’) 


站 De 


pi'=sing, bi’=0, ps’=rcos® 


及 
z z _ 
Bp! = 一 一 co8bcosg pi' = 二 =singcosp, 一 二 一 Siny 
Z 十 2 rCOSP T+y: rcoSp 
pi’=0 (qd 
83 = 之 全 COS OSIn 0 
一 一 or 一 一 
(zx2+ y+ 22) (r+ yy )2 四 
83 “= 一 zy ___singsing 
1 
(x+y +2) (7 + y)2 ? 


/ 
DB/ 一 (Z“ 十 5 _ COSO 
2 十 2 十 2 r 


二 、 基 向 量 的 变换 


设 在 旧 坐 标 系 中 的 协 变 基 向 量 和 逆 变 基 向 量 分 别 为 &; 和 g1， 
在 新 坐标 系 中 为 &, 和 &; ， 现 确定 坐标 变换 时 基 向 量 的 变换 闫 
系 。 只 要 协 变 基 向 量 间 的 关系 确定 了 ， 逆 变 基 向 量 间 的 变换 关系 
”也 就 确定 了 ， 因 为 逆 变 基 向 量 是 由 式 〈2 一 47) 定义 的 。 

按 式 〈2 一 45) 、《〈2 一 46) ， 位 置 向 量 的 微分 dr 在 旧 、 
新 坐标 系 可 以 分 别 表 为 


dy 一 &idzi 
利 CT 一 中 ,ydz (2 一 64) 
日 z 
- Or 
8 一 355 
,二 or (2 一 65) 
Ox' 


由 式 (2 一 64) 和 (2 一 56') 有 


2 DG6 * 


idzx!: ~gidri= 8g;Pi/dx' (2 一 66) 
对 比 系 数 可 得 
8,'= pb''g; 《2 一 67) 


必须 注意 ， 由 式 (2 一 66) 得 到 式 〈 2 一 67) 不 是 在 等 式 两 
边 简单 的 消去 dx' ， 而 是 对 比 相 同 坐标 微分 的 系数 。 为 简单 也 
可 以 把 式 (2 一 66) 应 用 于 若干 特殊 情形 ， 如 分 别 选择 dx* = 
dx?’ =0，drs = dr =0，dxl = dr = 0 得 .到 &, 三 
Bp 18g, 8 一 Pi'81，&3' 二 Pi'81， 综 合 为 式 (2 一 67) 。 


类 似 地 推导 可 以 得 到 
g.=P! g,' (2 一 68) 
由 协 变 基 向 量 的 变换 式 及 式 (2 一 62) 、 (2 一 63) ， 可 以 
得 到 逆 变 基 向 量 的 变换 关系 。 对 新 、 旧 坐标 系 同时 应 用 式 〈 2 一 
47) ,有 | 


gj 8'=6; (2 一 69) 
若 已 知 
8 一 ,8, 
并 设 
4 一 CT 8 (2 一 70》 
式 中 cf 六 为 待 求 。 将 上 二 式 代 入 式 〈2 一 69) 之 第 一 式 ， 得 
Bs a} gg = PY a' 一 Ci = B17 
在 上 式 最 后 等 号 的 两 边 同 乘 p; ， 得 
Bp’; Brirai’ = DB 6 


继续 运算 ， 左边 = yoi = a ， 右 边 =B} ， 所 以 


oa; = bi 
于 是 ， 式 (2 一 70) 变 为 


* D7 。 
: g' = Pp; gi | (2 一 71) 
类 似 地 推导 得 到 
g*=Ppi 8 / ( 2 一 72) 
由 式 (2 一 67) 、 (2 一 68) 、 (2 一 71) 、 (2 一 72)》 得 
出 结论 ， 协 变 基 向 量 的 正 变换 是 通过 正 变换 系数 实现 的 ， 道 变 基 


向 量 的 正 变换 是 通过 逆 变 换 系 数 实 现 的 ; 逆 变 换 则 正好 相反 。 
概括 上 面 所 得 到 的 公式 有 : 


£8,'=pi/g,; 


z g' =P;g’ : 四 (2 一 73) 


gr | | g 
Sr = bi’ Bi’ pi | g; (2 —67’) 
B37 / | gs 


村 Bp! ps 二 gg / 
gg I= Bp! pi’ pi’ | 8’ | (2—68’) 


p: Bb! GE | 
gs [| pi pi pi llg | (2 —71’) 


， 58 ， 
1 国 Bi, By ‘ 
‘| pi, pi Bi | ss | (2—72) 
F 
如 时 
pi, pt, ps, 
B=| pi, pi, BY (2 一 74) 


Ba’ pa pa 


则 上 面 各 式 可 写 为 
8,= 了 BE， 
8;=B''g, 
g' =[B-Drg (2 一 737) 
g'=Brg" / | 
将 式 (2 一 73) 与 (2 一 55’) 、(2 一 56/) 、(2 一 59) 、 
(2 一 60) 对 比 看 出 , 协 变 基 向 量 的 变换 与 梯度 分 量 的 变换 一 至 
逆 变 基 向 量 的 变换 与 坐标 微分 的 变换 一 致 。 
根据 前 面 的 分 析 ， 如 果 知 道 了 某 坐 标 系 中 的 基 向 量 和 该 坐标 “ 
系 《 旧 坐标 系 ) 与 另 一 坐标 系 〈 新 坐标 系 ) 的 变换 系数 ， 就 可 求 
出 新 坐标 系 的 基 向 量 。 在 下 面 的 例题 中 ， 均 把 箔 卡尔 直角 坐标 系 
作为 旧 坐标 系 。 
例题 5” 求 柱 坐 标 中 的 协 变 基 向 量 和 逆 变 基 疝 量 。 
利用 例题 2 已 经 求 得 的 变换 系数 ， 由 式 (2 一 67) 和 (2 一 
71) 直接 求 得 
8,= £1/= COs0Oe,+ sinfe, 
gs=8,./=—rSiNnbe,+rcos0e, (a’) 


&E 一 上 一 Ca 


as BO 。 


g'=8! =cos0beit singe, 
gi—g8 =— SNe + 0 eo, (b’) 
六 六 
8g’'=8 一 es 


例题 6 求 平 面 斜 角 坐 标 系 的 协 变 和 逆 变 基 向 量 。 
利用 例题 3 已 经 求 得 的 变换 系数 ， 由 式 (2 一 67) 和 (2 一 
71》 求 得 


8B:= 8g’'=2) z 
£1 £8,’= cosSael+ Snae, (a’) 
及 
:=8! =e,— ctgae, 
2 } | 
8" 一 区 一 Ze (Cb’)y 


例题 7 求 球 坐 标的 协 变 和 逆 变 基 向 量 。 
腿 据 式 《2 一 67) 、( 2 一 71) 和 和 例题 4 已 求 得 的 变换 系数 
极 易 求 出 
£8,=81’=COS0OcCOS pelt+ singcospe,+ singpe, 
ES, 一 E 一 一 SbcosPpel 十 rcoS0co80De， (a’) 
go Ls —rC080sSinpe, -rsinbgsinpe, 十 rCOS Ga 


及 
g'=8! =cos0cospelt+ singcos ge,+ singe, 
ff 2 7 SING COS 1 7 - 
3 = 上 8 GD TD 2 《217) 


8°= 8 一 cogbsnopcospe+sinbgasinocospe， + ee, : 


三 、 向 量 的 变换 


在 第 二 节 ， 已 把 任意 向 量 w 在 任何 坐标 系 中 用 它 的 着 变 分 量 
或 协 变 分 量 由 协 变 基 向 量 或 逆 变 基 向 量 表示 。 现 在 研究 坐标 变换 
时 道 变 向 量 和 协 变 向 量 的 变换 规律 。 


。60 。 
向 量 在 新 、 扩 坐标 系 中 可 表 为 
VW= YU! 1/= Vg’ =U'E,=U,8, (2 一 75》 
1。 已 知 v, 求 v,'。 由 式 《2 一 5) 和 和 (2 一 72) 有 
=vg/ Pl, g* = 1 g* 
在 上 式 最 后 等 号 两 边 点 乘 &,'/， 左 边 等 于 
viBi' gg,/= vB 0’= vp 


右边 等 于 
VBE Bi = /=U,/ 
于 是 得 到 
v1/= piv (2 一 76》 
2， 已 知 v,/ 求 v,。 


以 Bi 乘 等 式 〈2 一 76) 两 边 ， 得 


f 、 
Bi Vi; 一 Bi Bivi=OUi= UV, 


或 vs= Pi v, 《2 一 77) 
3， 已 知 v' 求 "“， 或 者 相反 。 与 上 边 类 似 的 推导 可 得 
v' = Bp;'v (2 —78) . 


及 Do (2 一 79) 
”综合 式 (2 一 76) 全 (2 一 79) ,为 / 


ui 一 局 TV 


一 月) (2 一 80) 
Un 一 月 ui 


将 式 〈2 一 80) 与 〈2 一 73) 对 照 我 们 发 现 , 在 坐标 变换 


。 6G1 。 
中 ， 向 量 的 分 量 与 同名 的 基 向 量 服从 同样 的 变换 规律 。 亦 即 任何 
一 个 具有 下 标量 的 正 变换 (由 旧 参 照 标 架 变 痪 到 新 参照 标 架 )， 
必须 乘 以 1，( 正 变换 系数 ) ， 反 变换 则 必须 乘 以 6 《〈 道 变换 


系数 ) ， 任 何 一 个 具有 上 标量 的 正 变换 必须 乘 以 8;}”( 逆 变换 系 
数 ) ， 反 变换 则 必须 乘 以 8*，( 正 变换 系数 ) 。 如 果 把 协 变 基 疝 


” 量 &8, 作 为 比较 的 标准 ， 把 所 有 按 同 样 变换 方式 的 量 称 为 协 变 量 ， 


按 相 反方 式 变换 的 量 称 为 逆 变 景 ,这 样 ,所 有 带 下 标的 量 都 是 协 变 
量 ， 所 有 带 上 标的 量 都 是 逆 变 量 。 这 也 就 是 第 一 节 我 们 把 v, 称 为 
协 变 回 量 ( 或 血 量 的 协 变 分 量 )， 
把 v' 称 为 逆 变 向 量 〈 或 向 量 的 逆 
变 分 量 ) 的 原因 。 
例题 8 在 A4 点 作用 力 P， 
用 直角 坐标 表示 为 P=21+ 37， 
试 求 在 极 坐 标 系 中 喇 的 道 变 分 
量 。 (图 2 一 11) 。 : 
取 已 =PI= 2 ,P'=P:= 3,P'= PP ,Po= Pa ,由 例题 2 
已 求 得 Pi =cos0, pi' =sing，pB+ 一 -28 p=-5030 。 
于 是 ， 可 由 式 (2 一 78) 求 得 
P=PiB! +P281 =2cos0+3sing 
1P227 202 SI 
P'=P'pt + pi 一 一 一 人 Ts 人 


ry 


图 2 一 11 


由 此 看 到 ， 在 极 坐 标 中 ,同一 向 量 王 的 道 变 分 量 与 位 置 Cr 。 
6) 有 关 ，P' 已 不 再 具有 力 的 量 纲 。 
例题 9 ”已 知 某 位 移 在 直角 坐标 系 中 表 为 4= 3zit+ 4yj, 
试 在 极 坐 标 系 中 用 协 变 基 向 量 表示 向 量 &。 
re 6 pi = cos0 Bai 
sme, 


=sing、 f+ = f= 一 一 一 。 加 此 ， 极 华 标 中 钨 道 变 
分 量 为 : 


s。 62 。 
u'=u! PB! 二 22 Bi’ =3rcos*0+ 4rsin*0=r(3 十 sin20) 
u*=u! Bp?' +u: Pi’ =—3sn0c0s0+4sin9co80 
= SINO COSO 
于 是 
: u=r(3+sin’9) g, + singcos0g, 


第 四 节 ” 张 量 的 普遍 定 义 ， 
一 、 向 量 的 解析 定义 ， 最 简单 的 张 量 


在 问 量 代数 里 曾 把 向 量 定 义 为 必须 由 大 小 和 方 问 才能 确定 的 
”物理 量 或 几何 量 ， 当 把 向 量 放 在 箔 卡尔 直角 坐标 系 里 研究 时 ， 曾 
把 问 量 定义 为 在 各 坐标 轴 上 投影 的 集合 .现在 从 坐标 变换 出 发 ,给 
河 量 一 个 新 的 解析 定义 如 下 ， | 
在 三 维 空间 进行 坐标 变换 时 ， 协 变 基 向 量 & (或 道 变 基 沿 
量 &') 按 关 系 式 : 
g1'/ 二 Bi'g; (或 8' = Bp; g7) 


变换 ， 这 时 ， 如 果 由 三 个 分 量 所 构成 的 物理 量 或 几何 量 w， (或 
u (二 1,2,3) 按 同 样 方式 ， 即 
vi:/ 二 Biwv; (或 v' = pi v1) 

变换， 则 这 些 物 理 量 或 几何 量 的 集合 u， 就 称 为 协 变 向 量 或 问 量 的 
协 变 分 量 ， 简 称 向 量 vo，( 集 合 v' 就 称 为 道 变 各 量 或 向 量 的 道 变 分 
量 ， 简 称 向 量 v) z z 

实际 上 ， 如 果 将 指标 i =1,2,…,n， 上 述 定义 完全 可 以 推广 
到 维 空间 。 

仔细 分 析 上 述 定 义 可 以 看 到 ; 

QD 若 向 量 在 某 一 坐标 系 中 已 被 确定 ， 那 么 它 在 其 它 坐 标 系 
中 的 分 量 就 可 以 求 出 ， 只 要 知道 变换 系数 即 可 ， 

双 ” 问 量 分 量 的 变换 公式 是 线性 且 齐 次 的 ， 因 此 ， 在 某 一 坐 
标 系 中 等 于 零 的 向 量 在 所 有 坐标 系 中 都 等 于 零 


e 63 。 


@@ 由 式 (2 一 76) 、 (2 一 78) 、 (2 一 75) 看 出 ， 这 里 
所 定义 的 向 量 就 是 把 向 量 按照 某 种 基 向 量 的 分 解 ， 这 种 分 解 是 按 
向 量 运算 法 则 进行 的 ， 因 此 向 量 的 解析 定义 等 价 于 向 量 的 几何 定 
义 。 

为 什么 给 向 量 重新 下 个 定义 呢 ? 因为 从 解析 的 观点 或 坐标 变 
换 的 观点 看 ， 还 存在 许多 物理 量 或 几何 量具 有 和 向 量 类 似 的 性 
质 。 于 是 ， 很 容易 把 向 量 的 定义 推广 来 定义 这 些 量 ， 从 而 得 到 张 
量 的 概念 ， 张 量 就 是 在 坐标 变换 中 服从 统一 规律 的 量 。 这 样 ， 我 
们 又 可 以 把 向 量 称 为 一 阶 张 量 ， 因 为 它 具 有 一 个 上 标 或 下 标 ， 而 
把 标量 称 为 零 阶 张 量 ， 因 为 它 没有 指标 ， 在 任何 坐标 系 都 是 同样 
的 值 。 标 量 和 向 量 是 最 简单 的 张 量 。 


二 、 二 阶 张 量 的 定义 
在 三 维 空间 中 ， 组 成 参照 标 架 的 协 变 基 向 量 和 道 变 基 向 量 按 
式 z : z z 
8 一 有 1 有 
和 E 
变换 ， 这 时 、 
1. 奋 在 原 坐 标 系 中 的 九 个 分 量 7'; 按 式 


TBT (2 一 81) 
变换 ， 则 这 九 个 分 量 的 集合 定义 一 个 二 阶 逆 变 张 量 ， 
2. 车 在 原 坐 标 系 中 的 九 个 分 量 T,, 按 式 


frm Bi BHTi; 《2 一 82) 
变换 ， 则 这 九 个 分 量 的 集合 定义 一 个 二 阶 协 变 张 量 ， 
5. 车 在 原 坐 标 系 中 的 九 个 分 量 7! ;及 全 ;! 按 式 
TI 《2 一 83y 
及 T;) = pis BT C2 84) 


.64. 


变换 ， 则 九 个 分 量 T'iy 或 T;’ 的 集合 定义 一 个 二 阶 混 变 张 量 。 必 
须 注意 ， 一 般 :; 史 了 了 ;'， 因此 应 当 区 别 那 一 个 指标 在 前 ， 那 一 
个 指标 在 后 ， 小 贺 点 表示 一 个 空位 。 至 于 张 量 的 协 变 分 量 和 和 逆 变 
分 量 的 关系 ， 将 在 下 一 章 研究 。 


、 高 阶 张 量 的 普遍 定义 


假设 我 们 的 讨论 仍 限于 三 维 空间 ， 仿 辕 二 阶 张 量 的 定义 可 以 
”定义 高 阶 张 量 如 下 ， | : 
在 三 维 空间 中 ， 构 成 参照 标 架 的 协 变 基 向 量 和 逆 变 基 向 量 技 


式 
8 ， ‘= Pig, 
和 g'=p'gi : / 
变换 ， 这 时 ， 若 在 该 空间 有 八 =3 个 分 量 / :xf ( 数 系 或 国 数 


Se 


系 ) 所 确定 的 物理 量 或 几何 量 ， 按 式 
TD i (2—85) 


、 、 一 一/ 一 一 一 
个 r 个 个 


变换 ， 则 这 些 物 理 量 或 几何 量 的 集合 称 为 ” 阶 张 量 。* 是 上 标 与 
下 标的 总 个 数 ， 如 全 是 上 标 称 为 ? 阶 首 变 张 量 ， 如 全 是 下 标 称 为 
r 阶 协 变 张 量 ， 同 时 具有 上 标 和 下 标 ， 则 相应 的 称 为 菜 阶 逆 变 菜 
阶 协 变 的 混 变 张 量 。 

上 面 从 坐标 变换 的 角度 定义 了 张 量 。 与 第 一 章 笛 卡 尔 张 量 类 
似 我 们 还 可 以 给 出 张 重 的 第 一 个 定义 。 


设 a,， », " 为 "个 任意 向 量 的 分 量 ， 如 果 必 = 3 个 分 量 
7 们 构成 标量 
P=Tissabince" (2—80) 
7 个 


则 这 和 少 个 分 量 ! : .的 集合 定义 一 个 r 阶 张 量 。 
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现在 我 们 证 明 张 量 的 丙种 定义 是 一 到 的 。 
根据 标量 在 各 种 坐标 系 中 不 变 的 性 质 ， 在 新 、 旧 坐标 系 中 有 
关系 式 


/ /i 


p=/: 有 Qi7/ bs” CT Tab 
z ( 2 一 87) 
由 向 量 分 量 的 变换 公式 (2 一 80， ， 上 式 可 以 写 为 


1 / / 
Ti /ar br ec” 


二 ae 
该 式 对 任何 向 量 w,b,c 都 应 满足 ， 因 此 有 


Tv Di DR 有 ( 2 一 88) 


式 (2 一 88) 与 式 (2 一 85) 的 定义 是 完全 相同 的 。 

特别 要 注意 上 面 消去 因子 的 办 法 。 由 于 是 求 和 ， 所 以 不 能 简 
单 的 消去 ， 应 该 是 对 比 系数 ， 或 对 特殊 向 量 庄 个 满足 ， 如 选择 
a1/ 关 0,b! 大 0,…,c! 天 0， 而 其 余 分 量 均 为 零 ， 这 时 两 边 只 
剩 下 含 a1'6!…c! 的 项 ， 可 以 消去 ， 如 此 等 等 即 可 得 到 式 (2 
一 88) 。 

在 第 一 章 笛 卡尔 张 量 中 ， 我 们 引进 了 并 矢 和 张 量 的 不 变性 记 
法 ， 这 些 概 念 也 可 以 在 普遍 张 量 理论 中 引用 。 

向 量 并 矢 的 定义 和 性 质 类 似 于 第 一 章 的 讨论 (参见 第 一 章 第 
三 节 ) 。 只 是 在 表示 上 这 里 必须 分 道 变 和 协 变 。 例如 并 拓 ap 
可 以 写成 为 

ab= (a'g) (b!g/)=a'big,g, (2—89) 
也 可 以 写 为 ” 四 
ab=abjg'gi=a,big'g;,=a'ibjg,g! ( 2 一 90) 
首先 ， 我 们 证 明 并 矢 ab 是 二 阶 张 量 , a'65! 是 它 的 道 变 分 量 。 
在 新 坐标 系 中 
ab=a' pb 有 vv 一 (ionC6t LN)( Org) (Bi'g) 
=6161a'big.8,=a'b'g.,8; 


。 6G6 。 
所 以 ab 在 不 同 坐 标 系 中 具有 不 变 的 形式 。 因 此 有 


a'’b’ gg81'=a'big 8;=a'b' pb! .PB} &; 
或 / | 
a br = pa 
这 就 证 明了 a'6! 是 张 量 ab 的 逆 变 分 量 。 类 似 地 可 以 证 明 a,6;、 
a'b; (或 49:61) 是 ab 的 协 变 分 量 和 混 变 分 量 。 
必须 注意 ， 一 般 aPp 关 Da， Qibi=ciic! ,二 aib,, 
上 面 两 个 向 量 并 矢 的 概念 很 容易 推广 到 多 个 向 量 的 并 矢 上 
去 。 一 般 地 有 
qa“bed=aiebic,d, gi B18 8" ( 2 一 91) 
式 中 ，8g ,… 8;8*… 8 是 基 问 量 的 并 矢 。 
如 果 把 一 个 + 阶 张 量 记 为 T， 人 和 了 
~ 


~ -一 


个 ” 个 
T rw 分 别 是 它 的 着 变 分 量 、 协 变 分 量 和 各 混 变 分 是 ， 风 
-一 一 
7 个 | 
二 可 以 记 为 
有 一 
一 个 ni GG" 
= i 
一 ,. ,es ( 2 一 92) 


该 式 就 是 张 量 的 不 变性 记 法 ， 很 容易 证 明 它 不 依 闲 于 此 标 系 的 这 
择 。 我 们 也 可 以 把 式 (2 一 92) 作为 张 量 的 第 三 定义 ， 它 与 前 两 
个 定义 也 是 完全 一 样 的 。 以 其 中 的 第 一 式 为 例 ， 因 为 在 新 坐标 系 
中 有 


Ti Shen BBB, 一 5 


一 TD Di ”BA PB' gi 7 Evv 
了 是 得 到 


TH he Bi BT Bh, 局 六 Ta 
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这 就 是 张 量 的 第 一 个 定义 。 今 后 将 同时 应 用 式 (2 一 85) 、 (2 
一 86) 、〈2 一 92) 来 判别 张 量 和 推导 公式 。 


四 、 商 法 则 
假如 用 一 3" 个 函数 of5 要 判断 它 能 否 构 成 阶 张 量 ， 
个- 
可 直接 应 用 前 面 所 讲 的 几 个 定义 ， 但 这 并 不 总 是 方便 的 ， 有 时 还 
可 以 应 用 一 种 间接 的 检验 法 一 一 商法 则 更 为 方便 。 商 法 则 的 一 般 
扳 述 如 下 ， | 
如 果 a;“!，…， 与 任意 一 个 张 量 的 乘积 * 是 一 个 非 零 张 量 ， 则 
r 个 | / z 
a i 一定 是 一 个 ? 阶 张 量 , 例 如 ,车 已 知 c* 是 逆 变 向 量 ,5,; 是 
证 一 
二 阶 协 变 张 量 ，a'* 能 使 下 式 成 立 ; 
Ch 一 GOiipD ( 2 一 93) 
则 c 天 一 定 是 一 个 三 阶 过 变量 。 下 面 就 此 式 给 以 证 在 新 坐 
标 系 中 有 


Ch” 二 a' Sik’ brs! (a') 
而 cr=phcs 一 De (2b) 
bii=B: BY bi (c) 
将 式 (5) 、(e) 代入 式 〈2 一 93)》， 得 
BY'c' 一 ai By’ bs (ad) 
在 式 两 边 同 乘 Bt ， 得 四 
c* =aip;’ Bp}’ BY’ bi (0) 


对 比 式 〈e) 、 (e) ， 有 
oi i hk Bs: Bi DG 
这 沈 证 明了 a 六 十 一 个 三 阶 东 发 丝 合 。 


* ) 张 量 乘法 见 第 四 章 。 
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例题 1 试 证 明 弹 性 体内 一 点 的 应 力 状态 是 二 阶 张 量 。 

由 弹性 力学 知道 ， 描 述 一 点 的 应 力 状 态 有 九 个 应 力 分 量 ， 现 
用 北 变 分 量 表 示 ， 记 为 0'{， 表示 九 个 函数 ， 我 们 证 明 这 九 个 函 
数 的 集合 构成 二 阶 张 量 。 根 据 弹性 力学 的 斜 截面 应 力 公式 〈 它 是 
由 微 元 四 面体 的 平衡 条 件 得 到 的 ) ， 若 用 4, 表示 斜 截面 法 向 量 m 
的 方向 余弦 ， 用 六 /表示 射 截面 上 应 力 向 量 六 在 各 坐标 轴 方 向 的 
分 量 (图 2 一 12) ， 则 有 


物 (7 了， 及 了 ) 


XCX' X2X ) 


和 1 O!ll OU2 ol nN : 
X2 = Ol? O22 0o32 7， (a S， 
在: gl3 gl dr38 : ns 
~ 
或 写 为 
Xi=oiin, : (b’) 


这 就 是 用 张 量 记 法 表示 的 斜 截 面 应 力 公式 。 我 们 已 知 n,, 了 i 都 是 

向 量 ， 根 据 商 法 则 c" 一定 是 一 个 二 阶 逆 变 张 量 。 
例题 2 尼 知 弹性 平面 问题 ， 在 直角 坐标 系 中 基点 的 应 力 分 

量 为 ，c。=500,o,=200,rv=rv=100， 试 求 斜 角 坐 标 系 (a= 

60°) 中 的 逆 变 、 协 变 和 混 变 应 力 分 量 (图 2 一 13) 。 

在 向 卡尔 直角 坐标 系 是 不 分 逆 变 和 协 变 量 的 或 者 说 它们 是 相 

等 的 . 


。 69 。 
由 第 三 节 例 题 3 已 求 得 变换 系数 为 


Bi’=1, Bi’=co%a, Bi'=0, bi’=sina 


/ ) COS C 1 / 1 
Bi 一 1， pb; 一 一 gna ， Bi 三 0， bp: ena 


(a’) 
如 把 直角 坐标 系 作为 当 坐 标 系 ， 斜 角 坐 标 系 作为 新 坐标 系 ， 
根据 张 量 定义 有 


0EEI1717 


7 / , 7 ff 
= 有 po pp DT Bp! Bio 
+ pi TD 
o"=0s =p1 p} oi= p3' Bro+t pt pe or 
+ pi Bt o*+ Bi PY at 
coop po Bt prion+ Bp! por 
+ Bi Bro"+ Bi BY o” 
ot=o* = pt Blo'= pt pt'out pt plo 
+ pi plo+ pi Bio” 
将 式 (a’) 的 后 四 式 代 入 上 式 ， 并 使 0!!=0,，o*?=0o,， 012 == 
try 0” = Ty,, 得 到 


Oit=0g,+ clgao, — ctgar,,— ctgar,,. 


Pi! 
: Sin2a  “ 
Cosa 1 
”一 一 na yt Sn ay (b’) 
?2 COS a ] 
OT 和 ,十 i Ty, 
类 似 地 推导 可 以 得 到 
/ 让 一 (人 


0 一 cos aa ,+TSn2ac, 二 Snmacosar 十 SnacoSCTry。 
《2 


ee 7O 。 


Ot = COSQO 十 SINQT,, 


On = COSAao,+ SINQT,, 


以 及 
O's=0.— Ctgar,, 
o's,=0,+ Clgar,, 
z . CQS 2a 
Os,= COSQAO., — COSQO, + SinaT,,— QS Ty, (d’) 
Si 之 
1 
CE 一 一 
Sin w dx 
Ot=0,.— Ctlgar,, 
0;"=0,+ctgar,, 
op-= 1 Ty / 《e ) 
Sin w 
COS “2w 


I 六 一 COSCO 一 COSCGa， 一 


Ty + SiNnQT,, 


代入 具体 数值 ， 最 后 得 到 
os=451.21,0""=266.67,0:"=—17.86,0":=—17.86 
Oss=000, On=2353.27, O08;y 一 3386.6，0 一 336.6 
0 一 442.26,07 一 557.74,06 一 207.73,I7 一 115.47 
0it=442.26,05"=557,74,0;"=115.47,0;: 二 207.73 
从 该 例 所 得 公式 和 数字 计算 可 见 ， 直 线 坐 标 系 由 直角 改 为 斜 

角 会 带 来 许多 麻烦 ， 但 是 通过 张 量 分 析 来 建立 这 些 关系 还 是 方便 

的 。 
对 比 式 (d’) 、(e') ， 由 于 T= 二 7,, 有 0'j==0;'， 统 一 记 

为 0;}， 但 是 oi 夫 c1。 

上 述 各 应 力 分 量 的 图 示 如 图 2 一 14。 看 出 ， 应 力 分 量 的 方向 

总 是 与 某 一 个 基 疝 量 的 方向 一 致 ， 而 不 一 定 是 截面 的 法 向 应 力 或 

切 向 应力 。 从 图 (8 ) 、(〈c) 看 出 ， 尽 管 oc ';=0;'=o)， 但 是 

0 与 Ci 的 含义 是 不 同 的 。 

还 应 当 指出 ， 这 里 所 求 出 的 是 应 力 的 “ 张 量 分 量 ”， 工 程 上 


71。 
应 用 的 是 “物理 分 量 ”， 这 部 分 内 容 详 见 第 四 章 第 五 节 。 


图 2 一 14 


例题 5 已 知 平面 直角 坐标 系 中 的 应 力 分 量 o-，ow rm 
r,.， 试 求 极 坐 标 系 中 应 力 张 量 的 道 变 、 协 变 和 混 变 分 量 ， 


在 本 章 第 三 节 例 题 2 已 求 得 变换 系数 为 

bj =0080, P} =sing, 有 入 一 一 2 一 -30 

bi’:=cC080, p23’=—rsing, pi’=sing, Di 一 rcosb 

(a’) 

于 是 ， 根 据 张 量 的 坐标 变换 求 得 ， 

逆 恋 分 景 

0''=0!!'~=c0s00,+ sin’go,+ singcosOr,, 

+ SIN 0 CoS OT,, 
600 2 2 Sm 4 +. cos 0 , ”Smnpbcospb | 
六 r? " 六 2 5 


snfcosp 
-一 -一 一 一 一 一 


2 


， Dp Sin sin 6 cos 
rr =- CTt 2 ~ -Snbcosl rr +-Smnecos& ur， 
rr 六 
COS “1 Sn20 . 
十 广 7 4 Uyy Cb’Y 
/ Sin fcogs 1 sin z 
CI 一 CT 1'— Sngcosg ur 二 -SmCCOSO , 
rr 
sin? COS “ 
-i Ty + -人 


0,,=01/1/=C08:007,+ Sin2bgoy+Sin0cosbor。 
+ Sn 6 COS 0T,, 
0 =0,,1 一 r2Sin200 +r:cos*00,—r’sin Ocos Obr,, 


一 ”SImOcosOr，， 
0 一 0 一 一 rSingcosbo .+rsnbcosboy 十 rcos -Or 

一 rSin207，。 (c 》 
II， 一 0 一 一 rSingcosgoc .+rsnbcosbocy 一 rsSn- Or,, 

十 7rCos -0OT， 


混 变 分 其 
0., 二 oli’ =COS°00,.+ SN°00,+ SIn0cosOr,, 


+ SIN 6 cos 7,, 


» ] 
0 ,=02,/—= Sn’00,+ Cos*00,— SINOCOSOHIT,, 


— SINO COSOT,, 
0o',=0!l!,/=—rsingcos0o,+rsingcosbo,+rcos?07t,, 
—rSIN’OT,, (d’»》 
0 ,=02/ /= SINQ cos0 or + SNOcCosO 
rr rr 
Sin?0 1 上 cos -0 . 


r r 电工 


* 3 .。 
ts 订 - 17 中 由 9 " 半 
0;'=01/ =C08:00,+ Sin*00,+ Sing cosOr,, 


+ SINO COS OT,, 


0 =0,, ~ SinN*00,+ cos’00,— SNOCOSOT,, 
— SIN OCOS OT,, 
‘17 ， . 
os =0,, = —rSIngcosoo ,trSsngcos0o, 
一 rSin2b0r ,十 rcoS20r，， | (e 7/) 
, . 四 
. .2 Sn 0 CoOS Sm 0 COS 
OI =0 / ~— Snocosd ,smecosg vc 
1 六 Fr 
COS? Sin : 
t+, 一 er,, 


在 结束 本 章 的 时 候 ， 我 们 再 重复 一 次 前 面 和 第 一 章 第 卡尔 张 
量 中 已 经 指出 的 对 普遍 张 量 仍然 有 效 的 事实 

1. 如 果 在 某 坐 标 系 中 张 量 的 所 有 分 量 为 零 (或 称 为 零 张 
量 ) ， 则 该 张 量 在 所 有 容许 变换 的 坐标 系 中 全 部 分 量 为 零 ， 

2. 如 果 在 某 坐 标 系 中 将 物理 上 的 方程 式 写成 张 量 方程 的 形 
式 ， 则 它 在 所 有 容许 变换 的 坐标 系 中 成 立 。 

上 面 这 两 点 在 张 量 分 析 中 是 非常 重要 的 。 


ee ds 


第 三 章 ” 几 个 基本 的 或 常用 的 张 量 
第 一 节 度量 张 量 


在 有 了 张 量 的 概念 之 后 ， 我 们 再 回 过 头 来 进一步 研究 协 变 基 
向 量 和 逆 变 基 疝 量 以 及 它们 的 关系 ， 并 引出 最 基本 的 、 最 重要 的 
张 量 一 一 度量 张 量 。 - 


一 、 度量 张 量 
8.* 8'=01 
”确定 了 首 变 基 向 量 和 协 变 基 向 量 间 的 关系 。 
如 果 把 每 个 基 向 量 都 用 同名 的 三 个 基 向 量 表 示 ， 这 很 简单 ， 


用 矩阵 表示 为 
gf100){g, 
g,|=| 010 | 8&， (3—1) 
gs) L001 8 
及 
El1 100|'g8 
621|=| 010 明 (3 一 2) 
和 3 0 01 E3 
用 张 量 记 法 表 为 
8., 一 GiE 《3 一 ) 
及 SI 一 GE ( 3 一 2 ) 


上 二 式 说 明 ， 协 变 基 向 量 的 逆 变 分 量 和 迹 变 基 向 量 的 协 变 分 量 


bm 和 


都 是 单位 张 量 。 

如 果 把 每 个 基 向 量 都 看 成 是 由 异 名 基 向 量 所 组 成 的 参照 标 架 
中 的 一 个 特殊 向 量 ， 则 可 以 表示 为 

Ei= gg (3—3) 

及 | £'=g''g8,; (3 一 4) 
式 中 ，9, 是 协 变 基 向 量 & ,的 协 变 分 量 ，0" 是 道 变革 向 量 &: 的 道 
变 分 量 。 

9 和 954 称 为 度量 张 量 ， 前 者 称 为 度量 张 量 的 协 变 分 量 或 协 
变 度量 张 量 ， 后 者 称 为 度量 张 量 的 道 变 分 量 或 道 变 度 量 张 量 。 
“度量 ”一 词 的 含义 将 在 后 面 提 到 ， 这 里 我 们 首先 证 明 它 的 张 量 
性 质 。 设 在 新 坐标 系 中 ， 基 向 量 
& /= g/g! 


多 | 
8;'= pi,g:= pi’ 98 
= pi'gipb1'g’’ =pi'Pi, gg 
对 比 上 面 二 式 ， 得 
g'!’=pi'p;'g,) . 《3 一 5) 
同 理 有 | z 
g' 1 =p''p!’g' (3 一 6) 
这 就 证 明了 9g,;，g'! 是 二 阶 张 量 。 式 (3 一 3) ， (3 一 4) 可 
以 用 矩阵 表示 为 
£1 Y11 di gs || 有 
| Ys1 922 “|e 《3 一 3 ) 
2s Vat ds» Yss ES” 
及 


ee 16 * 


根据 向 量 分 量 的 性 质 ， 由 式 (3 一 1) ， (3 一 2) 看 由 
度量 张 量 的 混 变 分 量 就 是 单位 张 量 ， 即 l 

g9}=6} (3—7) 

gi=61 (3 一 8》 


二 、 度 量 张 量 的 性 质 和 作用 


在 张 量 计算 中 ， 度 量 张 量具 有 非常 重要 的 性 质 和 作用 ， 这 将 
在 后 面 随处 看 到 ， 这 里 先 提 及 最 基本 的 几 点 。 
1， 度量 张 量 的 各 分 量 等 于 同名 基 回 量 的 点 积 。 
注意 到 式 (3 一 3)， (3 一 4) 及 (2 一 47) ， 有 
gi* gi=gu8'* $j;= .96)= 9g, 《3 一 9》 
及 8 8!=gg,* /=g'*64= 9g" ( 3 —10) 
也 常 把 式 (3 一 9) ，(〈3 一 10) 作 为 度量 张 量 的 定义 ,并 由 此 证 
明 式 (3 一 3)， (3 一 4) 。 
2. 度量 张 量 是 二 阶 对 称 张 量 。 
91; 和 g'! 的 张 量 性 质 前 面 已 经 证 明 , 这 里 证 明 它们 的 对 称 性 。 
因为 8,，8/ 一 8;. 8g,，8'， gg! 二 8g'。8' 以 及 式 (3 一 9)， 
(3 一 10) ， 直 接 得 到 
9 9 (3 -一 11) 
及 9 一 9 ( 3 一 12) 
3， 度量 张 量 的 协 变 分 量 和 道 变 分 量 相 乘 并 按 一 对 指标 求 和 
颖 于 单位 张 量 。 妈 
gg'*=6! (3 一 13) 
证 明 ， 由 式 (3 一 3) 和 (3 一 4) 有 
ES 呈 098 918 一 9i91168 一 99 
又 式 g,。 8 二 31， 代入 上 式 即 得 到 (3 一 13) 
式 《3 一 13) 代表 九 个 方程 式 ， 可 以 写 为 
Gi19’ + 9..9' + 9,89' =61 (3 —13’) 
或 写 为 矩阵 形式 


| Jit 9 91s yg 9 YY 
| Y21 Ha, Yi2s 9” 4 9 |= 
| qs! 9s 9s3 gq 9g” gg 
(3 一 13”) 


根据 式 《3 一 13) ， 可 由 度量 张 量 的 协 变 分 量 求 出 逆 变 分 
导 ， 或 者 反 过 来 求解 。 对 于 固定 的 一 组 i ， 使 i 二 1，2，3 就 
可 确定 一 组 g 站 ，g””，g 有 3， 它们 可 由 下 列 代 数 方 程 组 求 出 ， 
g1197 "+ gq1.9 + gag 二 61 
9219' 1! + 92.9 + gs9 = 6} ( 3 —14) 
gs1g9!!+ gag’ :+ gssg’ =64 
当 7 二 1，2， 3 就 得 到 三 组 三 阶 代数 方程 式 。 
4. 度量 张 量 是 坐标 微分 二 次 型 的 系数 。 
设 华 标的 微分 为 4r!， 由 式 (2 一 44) ， 元 向 量 ds 一 
5 dx， 于 是 
as。dSs=gSdxzi， gdri= gdr'dr! ( 3 一 15) 
由 该 式 看 出 ， 9; 是 微分 二 次 型 的 系数 ， 通过 它 把 线 元 的 真 
实 长 度 〈ds。，ds)“ 跟 坐标 的 微分 dz' 联 系 起 来 ， 从 而 建立 起 这 
些 坐 标的 空间 度量 ， 这 也 是 把 9,; 称 为 “度量 ” 张 量 的 缘由 。 后 
面 我 们 还 会 看 到 ， 它 还 与 空间 两 向 量 的 夹 角 、 面 元 和 体 元 有 直接 
关系 。 所 以 度量 张 量 是 确定 空间 几何 的 一 个 景 基本 的 度量 量 。 
5， 度量 张 量 确定 空间 两 向 量 的 夹 角 。 
设 空间 二 向 量 为 


到 一 人 区 ， 
UVU= VE'= gvV!g" 
则 此 二 向 量 的 点 积 为 
Uvw=|ul .lvlcos0 (c) 
式 中 ，9 是 向 量 & 和 的 夹 角 。 为 一 方面 加 二 的 局 积 也 可 以 用 
只 分 晤 表示 ， 为 


于 “人 一 Go VIE, * 8 


eo TS 。 


= gu' vd: 
=g,;u'V! (d ) 
CosO = -250 ( 3 一 16) 
/ Iu| 。 [vw| 
由 式 (cc) ， 有 
[一 9 
所 以 
: | 一 (go (2) 
: : 1 
同 理 | 加 = (gn..v Vv D)2 (f) 
将 式 (e) 和 (ff) 代入 式 (3 一 16) 得 : 
i 
coSs0 = Ji (3 一 16”) 


(gururu) 3 (gsorom， 
6. 度量 张 量 确定 向 量 的 逆 变 分 量 和 协 变 分 量 的 关系 。 
由 式 (3 一 3) ， (3 一 4) ， 上 度量 张 景 联系 了 协 变 基 向 量 

和 逆 变 基 向 量 。 

对 于 任 一 向 量 w 有 

: UW—=u'g, ( 9) 

又 有 | 

U=u,g/— U9 8, (h) 

比较 式 《9) ，(h) ， 并 用 8 点 腾 等 式 两 边 ， 得 

0 EB,* 8°—uUg9 Er 8 

对 等 式 两 边 同 时 进行 和 运算， 得 


f 有 用 一 ] a 
u i 二 U09'701 


J 1 : (3 一 17) 
词 理 Us Gnu!’ (3 一 18) 
最 后 ， 对 于 二 阶 或 高 阶 张 量 也 有 类 似 于 式 (3 一 17) ， (3 


一 18) 的 关系 。 
设 Cc;j;=a,b; | (Ci) 


ITg 。 
CC 一 GD (7 》 
c'i=~a'bi (k) 
则 有 z / 
~ ci/= 4,0*g,;= a!'giib* gs, 
利用 式 (i) ~~ (4) ， 得 


C ;1 一 Ci" gs 

Ci 一 990C… 
同 理 Ci 一 090C 
Cj = gC" 


因为 gs;== gj， 所 以 车 c*==c*' 则 ci;=c;:， 和 否则 cij 半 cj'。 

从 运算 的 角度 看 ，9,; 起 着 下 降 张 量 某 个 指标 的 作用 ，g'' 起 
着 上 升 张 量 某 个 指标 的 作用 。 这 将 在 第 四 童 继续 研究 。 

7. 度量 张 量 的 混 变 分 量 是 单位 张 量 。 

这 一 事实 已 经 在 式 (3 一 7) 和 (3 一 8) 中 指出 。 这 里 我 
们 从 另外 一 个 角度 得 到 它 。 如 把 式 (3 一 13) 的 左边 理解 为 9 对 
9 ”后 一 指标 的 下 降 或 9* 对 g1, 第 二 个 指标 的 上 升 ， 则 有 


gg9’"=9’, : 《1[) 
及 099 =9 (7 》 
显然 有 9 一 91 
令 其 为 9i， 且 将 式 (1)》， (mh) 与 式 (3 一 13) 对 比 ， 得 
9 一 0 一 9 一 9 (3 一 19》 


特别 需要 指出 该 式 在 任何 参照 标 染 中 者 成 立 。 
8. 在 正 交 坐标 系 中 度量 张 量 的 性 质 。 
在 正 交 坐标 系 中 ， 组 成 参照 标 架 的 基 向 量 相互 垂直 ， 因 此 由 
式 (3 一 9) ， (3 一 10) 即 可 得 到 
9 一 0 (is 关 )) ( 3 一 20) 
太 “一 0 (iS1) (3 —21) 
科 则 是 在 第 卡尔 直角 坐标 系 ， 显 然 有 


1 《不 求 和 ) 
0 CisP) ( 3 一 22》 


ee S00 。 


: 100 
[Cgisj=| 010 
001 


100 
，[g' 门 = 010 | (3—22’) 
001 


等 等 。 | . 

9. 在 欧 几 里 德 空间 里 ， 度量 张 量 9,, 是 正定 的 。 . 

由 高 等 代数 知道 ， 在 欧 儿 里 德 空间 二 次 型 总 可 以 通过 适当 变 
换 变 为 标准 的 平方 和 和 形式。 因此， 式 〈3 一 15) 的 微分 二 次 型 总 


可 以 转换 为 笛 卡 尔 直角 坐标 系 的 形式 ， 这 时 度量 张 量 gj 的 各 分 


量 为 式 〈3 一 22’) 的 第 一 式 ， 它 显然 附 合 正定 性 条 件 。 所 以 ， 
在 欧 几 里 德 空间 度量 张 量 9,, 是 正定 对 称 的 二 阶 张 量 。 

10， 度量 张 量 9,, 的 行列 式 及 其 坐标 变换 。 

设 度量 张 量 9,, 的 行列 式 值 为 9， 则 


Vii Yi2 Y18 
9= |giis| =| gs! 2 9 : 《3 —23) 
z ya: 9 Yss 
由 式 (3 一 13) ， 以 及 “上 拖 阵 之 积 的 行列 式 等 于 每 个 因子 矩阵 行 
列 式 之 积 ” 的 定理 ， 有 
gg9|=19, ， lg*| =glJg "=1 
因此 
lg "| = 一 ( 3 —24) 
我 们 知道 ， 当 从 一 个 参照 标 架 变换 到 男 一 个 时 ， 有 
gi1’=B1'p}’gs 
弄 此 可 得 
g’= lg;’1’| = |pis| IBssl lgiil (7 ) 
如 引用 
/ lb1'|=4 (0) 
根据 式 (2 一 62') 有 : : 


= (Pp) 


出 式 (o) ， 式 (1)》 变 为 
9 一 Ag ( 3 一 25) 
该 式 指 出 ， 尽 管 9 是 标量 函数 ， 但 是 它 在 两 个 参照 标 架 中 的 值 是 
不 同 的 ， 这 样 的 标量 称 为 伪 标 量 。 : 
现在 假设 新 坐标 系 为 笛 卡 尔 直 角 坐 标 系 ， 由 式 《3 一 22 ) 
有 : | z 
9'= {gi/1/| 二 1 | (3 —23) 
这 时 ， 由 式 (3 一 25) 得 / 
Vg (3 —26) 


式 中 ， 人 I 是 某 坐标 系 的 协 变 分 量变 换 到 笛 卡 尔 直角 坐标 系 的 变换 
系数 矩阵 行列 式 。 

从 式 〈3 一 26) 可 以 看 出 ，9 关 0 ， 这 就 保证 了 式 (3 一 
14) 有 解 。 

对 于 二 维 空间 ， 可 以 把 它 视 为 三 维 空间 的 子 空 间 ， 并 把 第 三 
个 坐标 取 为 xs， 使 协 变 基 向 量 & ,为 垂直 于 & ,和 8&: 的 单位 向 量 ， 
于 是 有 gss== 1 ， gs 一 gs 一 4932 二 9 一 9， 因此 ， 在 二 维 空间 中 
度量 张 量 的 行列 式 为 


g11 09i 0 
y=! gs qz 0 | 一 | Iu Yi ( 3 —27) 
0 0 1 yz21 Ys2 
三 、 度 量 张 量 的 确定 


从 上 面 的 分 析 看 到 ， 度 量 张 量 是 非常 重要 的 ， 它 取决 于 所 选 
取 的 基 向 量 或 坐标 系 。 我 们 必须 掌握 任意 坐标 系 中 度量 张 量 的 计 
算 方法 。 由 已 知 条 件 ， 可 以 根据 定义 或 前 面 所 提 到 的 有 关 人 性 质 计 
” 算 它 们 ， 例 如 可 以 利用 基 疝 量 、 坐标 变换 等 如 果 已 经 建立 了 线 
”元 微分 二 次 型 ， 也 可 以 由 此 直接 得 出 协 变 虚 量 张 量 。 本 


5 $2 »。 


在 许多 情形 下 ， 我 们 知道 了 某 种 坐标 与 笛 卡 尔 直角 坐标 的 关 
系 ， 这 时 可 以 较 方便 的 求 出 这 种 坐标 中 的 度量 张 量 。 假 设 笛 卡 尔 
直角 坐标 系 为 ozizsrs ， 任 意 坐 标 系 中 的 坐标 用 z1， xz?， zs 表 
示 。 于 是 有 


/ Xo = Tr, rT, TX") (4) 
人 设 西 孝 单 值 且 有 连续 导数 在 箔 卡尔 直角 举 标 系 中 ， 任 意 点 的 
位 置 向 量 可 以 写 为 
全 一 1 十 Te 十 Te， Cr) 
由 式 〈2 一 46) 求 得 协 变 基 疝 量 ， 为 
g1= Se + etre, 


二 pp ee 一 pi 


或 
、 Ox, , Or, , 
9 3 rr ( 3 一 28) 
对 于 正 交 坐标 系 ， 有 
0 一 0(7T 关 1 ) 
“ Ox, 2 《3 一 29) 
9 之 (5 


如 果 求 出 了 gi,;， 就 可 以 根据 式 (3 一 13) 来 求 逆 恋 分 量 
9' ,如 用 G( i， 了 7 ) 表 示 元 素 g,ij; 在 9 中 的 代数 余子 式 , 由 初等 代 
数 求 得 

i=G(i, 1)/g ( 3 —30) 
或 ， 
Og NY 
Ep (3C—30’) 
为 应 用 方便 ， 写 出 代数 余子 式 的 具体 形式 如 下 ， 


9 “二 


器 83 。 


GD= | 9 G2 = | G8)= | 2 
32 Y33 S31 YU33 v31 Vs2 
g ! 
GD= GD)= | G02)= -| 
Iys2s 0838 Gs1:038 ga 032| 
g 了 9 g 9 9 

G (3,1) = 12 1 3 G (3,2)= — 11 ‘| GG (3,3) = 1 1 12 
22 YJ23 21 9 2 dat 932 
(3 一 31) 


对 于 正 交 坐 标 系 ， 由 式 〈3 一 30) ，〈 3 一 31) ， 并 注意 到 
式 ( 3 —21) 9 有 


| 0 《(?* 关 )) 
9 一 1 (3 一 32) 
| oo (i 二 }) z 
下 面 举例 说 明 计 算 度 量 张 量 的 方法 。 


例题 1 ” 求 极 坐 标 中 度量 张 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 。 

第 二 章 第 三 节 的 例题 5 ， 已 求 得 极 坐 标的 协 变 基 向 量 ， 为 ， 
£8,= COS0e,+ sing0e, (a’) 
8s=—rsinge,+rcosOe, : 

于 是 ， 由 式 (3 一 9 ) 求 得 
gp=E 8,=(cosbei+sinbe,)’=c0s0 + sin:0= 1 
geo=g80* 89=7r°(— SINfelt+cos ge,) =r’ (b’) 
gro— Y= 8,* £4= (COS be1+ sinbe,)(—rsinge, 
+rcos0e,) : 
=r(— SNnOcos0+sngcos0)=0 
实际 上 ， 因 为 极 坐 标 是正 交 坐标 系 ， 所 以 最 后 的 等 式 可 直接 由 式 
(3 一 20) 得 到 。 
如 果 已 经 求 出 了 用 极 坐 标 表示 的 线 元 微分 二 次 型 
ds’:=dr*-+r:d0’ (c’) 
则 根据 式 (3 一 15》 可 直接 得 到 式 (56) 。 
因为 在 饭 卡 尔 直角 坐标 系 中 ， 度 量 张 量 的 分 量 是 已 知 的 ， 为 


se B41 +， 


gszs— Yi 1， guv = 922= 1 
9 一 0 一 gl 一 II 一 0 《d “) 
所 以 ， 也 可 以 通过 坐标 变换 求 出 度量 张 量 在 极 坐标 系 中 的 分 
量 。 第 二 章 第 三 节 例 题 2 已 求 得 变换 系数 为 
Bi’=cos0, Bi’= sng, pi3'=—rsing, bir=rcosd 
: (e’) 
于 是 ， 根 据 变 换 式 
gj711 一 月) 有 9i 
g,,=9giv 一 Bi 有 TBivpBi =cos2g+sin2g= 1 
goo= 92's’ 一 有 83 十 BBSin20 十 r2C0S20 一 六 
gp 一 9 一 
至 于 遂 变 分 量 ,可 以 利用 与 未 面相 类 似 的 方法 求 出 ,也 可 以 根 - 
据 式 (3 一 30) ，《〈3 一 31) 由 已 求 得 的 协 变 分 量 来 求 。 对 于 正 
交 坐 标 系 ， 可 直 按 由 式 《3 一 32) 求 得 


~ 1 一 
9 To 
”1 | / 
9 08 r” Cf ) 
g “=g = 0 
用 甜 阵 表示 极 坐 标 中 的 度量 张 量 ， 为 
I 
ou |! (9 ) 
0 六 
1 0 
[DO=| 1 (RD) 
7 
9 一 六 《1 ) 


例题 2 试 求 球 从 标 中 度量 张 量 的 协 变 分 量 和 地 变 分 量 . 
目 先 求 协 变 分 量 。 第 二 章 第 三 节 例 题 4 已 求 得 变换 系数 为 


4 SD . 


bl’,=cos0cosy, BB!/:= —rsmMN0cosy, 
Bi:=—rcos0sing 
Bi:—=sngcosp, Bi,=rcosbOcos9, 
b/s:=—rsingsing (a’) 
pi'=sing, p3/=0 有 3 一 ”COS 凡 
又 已 知 稍 卡 尔 直 角 坐 标 系 的 协 变 度量 张 量 ， 如 式 〈3 一 22) 。 于 
是 ， 由 变换 式 gp1 = pb 'i' Bs'9;; 求 得 
® g,,=g11’ = Bi’ pi'+ Bi Bi'+ Bis Bi 
一 cos2gcos20 gsin2bcos2p + sinp=1 
gee = 92'2! = py Bi'+ 月 7 有 2v 十 后 3/ 及 2/ 
一 r2Sin2gcos20 十 r2c0S20coS20D 一 r2cOS209) (b’) 
geo = 93a’s’ = Bi Di + bs Bs’+ 局 3 / bi, 
=—7"COS"OSN*9+r siN’ sn +r co p=r? 
9ro = 90r = Gg= 0 


由 于 球 坐 标 是 正 交 坐标 系 ， 故 可 由 式 〈3 一 32) 求 得 道 变 分 
量 。 其 结果 与 协 变 分 量 一 起 用 矩阵 表 为 。 z 


1 0 0 : 
[9, 门 =| 0 ricos’p 0 (ec’) 
0 0 rr? 
1 0 0 
0—! 0 
[9'’]= r2COS29 (ad’) 
1 
0 0 一 
9 一 rtcoS29 | (e’) 


例题 3 求 平 面 斜 角 坐 标 系 度量 张 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 


。 86 。 
量 ， - / , 
仍然 从 第 卡尔 直角 坐标 系 的 度量 张 晤 开始 ， 用 坐标 变换 方法 
来 求 。 第 二 章 第 三 节 例 题 3 已 求 得 变换 系数 ， 
Bi;=1, bi’=0, Pi’=cosa, 03 一 Sinc 
(a’) 
应 用 变换 公式 9 一 bi: bB;'g;; 求 得 
gss=g1’ = Bi pis'+ Bi pis=1 


gm= 922’= Pi’ 二 DA 
= COS’a+ Sn*a= 1 . 


gen=g1'2/= PIBis +Bi’ pis=cosa (b') 
ne S21 一 ov Bi:+ Bi bi/=cosa 
为 了 求 逆 变 分 量 ， 首 先 求 协 变 度量 张 量 的 行列 式 


1 COS Qa 
gd 二 


一 1 一 CoS ww 一 Smzaw (c’) 
COSCZ 1 


”再 由 武 (3 一 30) ， (3 一 31) 即 可 求 出 道 变 分 量 


9 一 CE ,19 一 一 


a 


/ 1 
了 7 一 一 一 -一 
0g Gr (7,， n7)/g Sin zw 


g"=G(8, 7)/g = 一 < (ad’) 


9" :=G(7, £)/g= — 


将 所 得 结果 用 矩阵 表示 为 
| | 


(e’) 
COSC 1 
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1 COS C 
Sn“2w Slimn2w ， 
[9' = (Cf") 


种 二 用。 置换 张 量 


一 、 置 换 符 号 e,, 不 是 张 量 


在 第 二 章 第 一 节 我 们 曾 利 用 式 (2 一 9) 定义 了 置换 符号 e ,mr、 
e'it*， 利 用 这 些 符号 可 以 使 某 些 公式 的 表示 得 以 简化 。 但 是 ， 在 
那里 我 们 并 没有 把 它们 与 坐标 系 或 坐标 变换 联系 起 来 。 或 者 说 ， 
不 论 在 什么 样 坐标 系 里 都 被 定义 为 式 〈2 一 9 ) ， 这 样 的 量 如 果 
是 张 量 ， 在 坐标 变换 后 还 应 该 满足 式 〈2 一 9 ) ， 否 则 就 不 是 张 
量 。 现在 我 们 考察 ei; 是否 共有 张 量 性 质 。 为 方便 ， 假 设 e,js 是 
某 坐 标 系 中 的 量 ， 满 足 式 (2 一 9 ) ,并 把 这 一 坐标 系 作为 用 坐标 
系 ， 而 把 笛 卡 尔 直角 坐标 系 作为 新 坐标 系 ,置换 符号 用 ev 表 
示 ， 这 样 ， 在 原来 的 坐标 系 中 该 量 为 


Ei11187 有 人 ps’ bi’ =e,i, |b: 中 =ie 7 (a) 


该 式 第 二 步 由 式 (2 一 15) 得 到 ， 第 三 步 由 本 章 第 一 节 式 (了 ) 
得 到 。 

从 式 a ) 看 出 ， 经 过 变换 ， 访 量 在 原来 的 华 标 系 已经 不 

足 式 《2 一 9》 了 ， 差 一 个 因 于 -天 -， 所 以 置换 符号 不 是 张 量 。 


二 、 定 义 置换 张 量 


因为 置换 符号 不 具有 张 量 性 质 ， 所 以 应 用 起 来 不 够 方便 ， 如 
果 我 们 修改 一 下 原来 的 定义 ， 就 可 以 得 到 具有 张 量 性 质 的 代数 


量 。 由 式 (4 ) 并 注意 到 式 (3 一 26) ， 有 | 
Bi py Br =V gein (b) 
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E 一 YY geih (3 一 33) 
并 定义 | | 
V9， 车 (i，1j，k) 为 循环 序列 ， 
< iv 一 V9, 车 (i，j，k) 为 道 循环 序列 

| 。 车 (Ci ，j 2 为 非特 环 序列 。 
| (3 一 34) 
则 E ,是 一 个 三 阶 张 量 。 证 明 如 下 ; 
设 笛 卡 尔 直角 坐标 系 为 新 坐 奈 系 ， 这 时 ， 由 式 《3 一 34) 定 
义 的 量 为 E ;ra 且 
Ek! Eid (3 一 35) 
式 中 ， 兰 表示 在 特殊 坐标 系 成 立 的 等 式 。 于 是 
EB: Bp; Br erp: Bs Bs 
: VV gen= Es (cy 
这 就 证 明了 E ,js 是 一 个 三 阶 协 变 张 量 。 
根据 上 一 节 我 们 知道 ， 度 量 张 量 9 其 有 提升 指标 的 作 用 ， 
由 此 及 ,我 们 来 确定 置换 张 量 的 逆 变 分 量 。 旱 
EM E99 9 《3 一 36) 
注意 到 式 (3 一 33) 、 (2 一 15) 、〈3 一 24) ， 上 式 变 为 
EmVgemngg"g 
=V 9 el 


| 
~ 
| 
| 一 
SN 
EE 


所 以 ECE"=7 Fe " ( 3 —37) 


定义 
1/V5， 车 ( i，j ，A) 为 循环 序列 ， 
Ee" 二 ( _1/VT， 车 (1i，j，k) 为 逆 循 环 序列 ， 


0， 车 (i，j 了 了，k) 为 非 循 环 序列 。 
: (3 一 38) 


三 、 置 换 张 量 的 性 质 和 应 用 举例 


1. 置换 张 量 是 关于 任意 一 对 指标 的 反对 称 张 量 。 
根据 式 (3 一 34) 、 (3 一 38) 的 定义 ， 对 于 张 量 E, 或 
E'"" 中 非 零 分 量 的 任意 一 对 指标 相互 交换 位 置 ， 其 绝对 值 不 变 ， 
而 前 边 的 正 、 负 号 变 号 ， 故 为 三 阶 的 反对 称 张 量 。 
2. 置换 张 量 的 分 量 与 坐标 系 的 选择 有 关 。 
由 式 〈3 一 34) 、《〈3 一 38) 看 出 ， 置 换 张 量 的 分 量 取决 于 
所 在 坐标 系 内 度量 张 量 的 行列 式 。 在 篆 卡 尔 直 角 坐 标 系 中 ， 由 于 
9 一 1 ,所 以 E12 = Es1= Esi= 1， 和 321 一 冬 213 一 所 1s? 一 一 |， 
其 余 分 量 为 零 , 亦 即 ,和 卡尔 直角 坐标 系 中 
和 ii 一 EN 
同 理 
忆 ei 
在 极 坐 标 系 里 ， 由 第 一 节 例题 1 知 9 =”2， 所 以 
: Es= Ei= Es = 7, Es= Ens= Eg=—r 
其 余 分 量 为 零 。 而 
] 


128 .2313812 
CE "==€"=———, 


Fr 


1 
7 


和 3 一 稳 213 一 EC 132 一 _ 


其 余 分 量 为 零 。 
在 球 坐 标 中 ， 由 第 一 节 例 题 2 知 
V 9 一 r2co8 0 
1 1 
V9 ricogp 
在 平面 斜 角 坐 标 中 ， 由 第 一 节 例 题 3 得 - 
V9=sina 
1 1 
Vg sina : 
由 此 可 以 组 合成 相应 坐标 系 中 置换 张 量 的 分 量 。 从 上 边 的 几 个 例 


(a) 


(e) 


。 O00 。 


子 中 ， 我 们 看 到 置换 张 量 的 分 量 在 不 同 坐 标 系 中 具有 不 同 的 值 ， 
而 且 一 般 说 来 还 是 位 置 坐 标的 函数 。 

3， 关于 En EE 入 与 6; 的 几 个 关系 式 。 

根据 式 (2 一 2》〉 的 定义 ， 有 


61 63 63 
6? 62 63 |=1 (f) 
61 62 63 
另外 ， 由 式 (3 一 33) 、《3 一 37) ， 可 得 
ei'ikt@e ,= EE ( 3 一 -39) 
注意 到 式 (2 一 17) 、 (2 一 18) 和 “(ff ) 的 关系 ， 有 
Oi 65 09; 
6 64 81 |= |68| eerns—= EI Er (9) 
G 64 6 
乡 开 该 行列 式 得 


ECE nn 一 616n6* 一 616)0n 
+ O616s— 00164 / 
+ 66468— 086164 ( 3 —40) 
由 此 ， 置 ; 一 1 ， 得 
EE ms = O66 — O06n) 
+ Oi(6i6s— O464) 
+ O65(667— 616") 
=~3(6n6t— Oi6n) 
+ (O164— 6065) 
+ (616s— 8146:) | 
/ 一 560 一 650a ( 3 一 41) 
在 式 (3 一 41) 中 置 ) = 二 mm， 得 
EE, =O0160— 06} 
~30:—6s 
一 264 ( 3 一 42) 


e Ol 。 


角 在 式 《3 一 42) 中 置 避 = 二 nn， 得 - 
EEC,,,=26+*= 6 ( 3 一 43) 


对 于 二 维 情形 ， 自 和 完 引 入 二 维 的 置换 张 量 E 。p， 使 
Eijs Eps —= Eap (3 一 44) 
因此 ， 二 维 置换 张 量 被 定义 为 
E,,=E =0 
E12=— Ei=V 9 (3 一 45) 
道 变 分 量 
E13 Eh ( 3 一 46) 
El=€2=0 
< 一 En 一 (3 一 47) 


其 中 ，9 是 二 维 情形 度量 张 量 协 变 分 量 行列 式 ， 由 式 〈3 一 27) 
表示 。 
在 二 维 情形 ， 类 似 于 式 (9 ) ， 有 


, -cc (hh) 

展开 得 | / | 
SEE 一 6764 一 6364 《3 一 48) 

而 | z | 
EE =68 | (3 一 49) 
EPE gs= 2 (3 一 50) 


4， 利用 置换 张 量 展开 行列 式 。 
用 + 9 乘 式 (2 一 15) 两 边 ， 得 到 


Mge .da 一 Vge,,.a'ialat Ci) 
利用 式 (3 一 33) ， 上 式 变 为 时 
Ed=E ,diana. (3 —51》 


类 似 地 有 


e 人 2 。 


Eiitg= Ei""aialas (3 一 52) 
用 e“… 乘 等 式 〈3 一 51) 两 边 ， 注 意 到 式 〈3 一 43) ， 得 到 
60=E Eaianas 《3 一 51′) 


上 边 用 置换 张 量 来 表示 行列 式 ， 不 仅 使 公式 具有 简洁 形式 ， 
而 且 对 任何 坐标 系 都 成 立 。 这 就 比 用 式 《2 一 15) 、《〈2 一 16) 
有 着 突出 的 优点 。 

对 于 二 阶 行列 式 ， 设 


a 一 91 9 (3 一 53) 
a1 a 
则 有 
a€E,,=aasE,p (3 —54) 
aEP—~asast’s ( 3 —55) 
2a=ayas EE"’ ( 3 一 56) 


第 三 市 ”一 阶 张 量 一 一 同 量 


在 力学 中 向 量 的 应 用 是 很 多 的 ， 力 、 位 移 都 是 向 量 ， 功 可 由 
向 量 点 积 求 得 。 研 究 连续 体 的 受 力 状 态 和 变形 状态 总 是 与 度量 空 
间 的 线 元 长 度 ， 线 元 夹 角 ， 面 元 ， 体 元 相 联系 的 ， 这 些 也 都 可 由 
向 量 的 计算 求 出 。 我 们 已 经 知道 ， 向 量 就 是 一 阶 张 量 ， 它 是 最 简 
单 的 张 量 ， 这 一 节 我 们 用 张 量 的 方法 重新 研究 向 量 的 计算 ， 所 得 
结果 适用 于 任何 一 个 坐标 系 。 


1. 任意 两 向 量 、v 的 点 积 。 
在 第 二 章 第 二 节 曾 把 向 量 用 道 变 分 量 和 协 变 分 量 表示 ， 并 计 
算 了 功 。 现 设 任意 两 向 量 w、w， 若 把 它们 分 别 表 为 
U=u'g,,V=UE 
出 由 式 :2 一 47〉， 点 积 


WU VW=UVE, EI'=U'Vj01= UV, (a) 


* 90903 。 
若 使 


. 了 一 28 人 一 DIE 
则 有 

UW * VU—=uUV'g!’ Ej;=U,U 60}= HV (b) 
注意 到 式 (3 一 16) 、《〈3 一 17) 的 关系 ， 向 量 点 积 还 可 以 用 同 
名 分 量 表 示 为 

U* VW—=u' vig = uvVg"! z (c) 

综合 式 (a) 、 (8) 、《c) ， 向 量 的 点 积 可 用 四 种 形式 表 
示 ， 即 


HU 0 = ig = UV" (3 一 57) 

2. 向 量 长 度 。 向 量 z 的 长 度 平方 可 表 为 - 
| = uu uuig,j=uU Ug"! ( 3 一 58) 
3. 线 元 长 度 。 由 式 《〈3 一 15) 给 出 
ds2 一 lds| :一 ads.as:=09， id ridz! 《3 一 15)》 


我 们 知道 ， 在 平面 币 卡 尔 直角 坐标 系 和 极 坐标 系 中 浇 元 太 尾 的 守 
方 分 别 为 
ds’:=dr:-+dy’ z (3 一 59) 
ds:—dr:+r*d0’ (3 一 607 
由 第 一 节 例 题 2 式 (5 ) 的 度量 张 量 ， 在 球 坐 标 系 中 
~ ds:= g,jdr'dzxi 
~dr:+r:cog’pd0:+r:d9p’ (3 —61) 
在 平面 笛 卡 尔 斜 角 坐标 系 中 由 第 一 节 例 题 3 式 (6 的 度 
量 张 量 ， 有 
ds’= gid ridx! / 
=dé:+dn:-+2cosadéd7 (3 一 62) 
4. 功 。 设 力 向 量 和 位 移 回 量 分 草 表 示 为 


P=P'g,=P,g: , 
=i=u'g, 
则 功 


者 94 be 
W=P.uw= Piwu,= Pu'= P'iu'g;i;= Puig'! (3—63) 
5. 两 向 量 的 夹 角 余 弦 。 已 由 式 (3 一 16') 给 出 。 
一 、 义 积 


1.” 基 向 量 的 叉 积 。 
在 入 卡尔 坐标 系 ， 基 向 量 8 ;和 8 ' 都 是 单位 向 量 , 而 且 相 互 


五 起 ， 因 此 有 8&1Xx8,=8 Ex&= 一 E 以 及 Ex 区 = 
83,8:x 2! 二 一 8,,…*…, 或 用 置换 符号 统一 表示 为 

8. x gj=e, ngB', 8' x gi etg, (qd) 
在 入 卡尔 直角 储 标 系 昌 

en= Ei 
因此 ， 式 〈qw) 可 以 写 为 
gxg8j)=€ ,ng ( 3 一 64) 

妈 Eg'x gi=€'ig, ( 3 一 65) 


这 两 个 方程 式 全 是 用 张 量 符号 表示 的 ， 因 此 在 任何 其 它 的 参照 标 

架 中 也 都 成 立 。 

2. 任意 两 个 向 量 的 又 积 。 

设 任意 二 向 量 a、b， 且 qaxb, 则 有 
qd=axb=a'ig,xbig;,=a'ibiC | 并 《3 一 66) 


令 Q 一 qhE- 
对 比 上 二 式 ， 得 
qs=a'bi€,, (3 一 67) 
类 似 地 可 以 表示 为 
qd=aibj;€''g, ( 3 —68) 
q*=aib;€' (3—69) 


上 述 公式 就 是 两 向 量 又 积 在 任何 参照 标 架 都 成 立 的 张 量 表达 
式 。 与 通常 的 向 量 又 积 定义 是 一 致 的 ， 即 叉 积 是 一 个 向 量 ， 大 小 
”等 于 原来 两 向 量 组 成 的 平行 四 边 形 面积 ， 方 向 垂直 于 原来 的 两 个 
向 量 。 这 一 点 是 很 容易 证 明 的 。 由 式 (3 一 16') ， 向 量 4 与 4 的 


QD 。 


Co80=——— 990 z (e) 
(gd 9 )i( 9:G a’ )2 
由 式 (3 一 69) ， 式 〈e ) 的 分 子 为 
guqsa'= gna!aibit 一 ai "=0 
上 式 最 后 一 步 为 零 是 显然 的 ， 因 为 行列 式 中 有 两 行 《或 列 ) 是 相 
同 的 。 于 是 有 cosb=0， 即 g 与 4 垂直 ， 同 理 证 明 q 与 p 垂 让。 如 
果 将 式 〈3 一 69) 用 于 直角 币 卡 尔 坐 标 系 ， 则 有 
qr=abj;e!'it 
或 qs=a'bie,, 
这 与 式 《“2 一 25) 一 致 ， 说 明 这 里 用 张 量 表示 的 又 积 与 箔 卡尔 直 
角 坐 标 系 的 又 积 是 一 样 的 ， 但 是 它 在 任何 坐标 系 中 都 成 立 。 
对 于 二 维 空间 ， 取 8 := & ?为 单位 向 量 ， 垂 直 于 其 它 的 基 向 
量 ， 不 随 坐 标 系 而 变 ， 这 时 如 令 a=a" gp=0 85， 则 
q=axb=a’b CC psd’ 
旦 4 只 有 一 个 分 量 , 为 
qs=a°b Cp (3 一 677) 
或 03 一 GDaCE“ (3—69’) 
在 坐标 变换 中 9 或 9 不 变 。 
3.， 面 元 。 设 由 两 个 线 元 向 量 4r 和 ds 组 成 的 面 元 向 量 为 4A 
(如 图 3 一 1,a) ， 则 


dA=drxds 
7 psa 了 
A : 1 | 
ds ut 六 7 了 ， 
7 7 
pd z /一 
ar ar 


器 3 一 1 


。 96 。 
按 式 《3 一 67) ， 它 在 任意 参照 标 积 中 的 分 量 为 
: d A,=dridsi€,,, (3 一 70) 
在 连续 介质 力学 中 ， 当 研究 某 点 的 应 力 状态 或 斜面 上 的 应 力 
时 ， 都 需要 用 到 面 元 ， 因 此 它 是 很 重要 的 。 
4， 力矩 , 设 过 某 点 4 的 力 问 量 为 ,点 4 相对 于 某 点 0 的 位 
置 问 量 为 r〈 见 附录 的 图 附 一 11〉》， 则 对 O 扩 的 力矩 巾 量 m 为 
m=rxf 
ms=r' fi€ ,nn | (3 一 70 
5， 流体 或 气体 作用 在 微 元 面积 上 的 压力 。 
设 压 强 为 D， 面 元 为 d4。 面 元 上 的 力 为 dF ， 它 垂直 而 元 ， 
如 dA 的 方向 取 为 面 元 的 外 法 线 方 向 ， 则 
dF=—pdA 
dF ,= ~— pdA,=— pdridsi€ in ( 3 一 72) 
， 三 、 混 积 
1. 三 个 向 量 的 混 积 。 我 们 从 向 量 代 数 知 道 〈( 见 附录 ) ， 混 
积 a xb。c 表 示 由 向 量 a、b、c 组 成 的 平行 六 面体 的 体积 ， 若 令 


a=a'g,, b=b’'g;, c= c'g, 7) 
则 该 体积 等 于 | 
=abxc=axb.: C=a'ibit jg’ . c'g1=aibict€ ,js 
( 3 一 73) 
2， 体 元 。Y 9 的 物理 意义 。 
由 式 (3 一 64) ， 有 
SIX 8s= 108 = gE (9) 


凡 &gs 从 右边 点 乘 式 (9) 两 边 ， 得 
Ex ggs=V 9 gs Bs=V 9 ( 3 一 74) 
类 似 地 有 
1 2。.9s- [12836 。 3 _ 
&  XE 区 ss & 8 3 (3 一 75) 


所 以 ， 我 们 可 以 把 Y 了 理解 为 以 协 变 基 向 量 为 楼 的 平行 六 面体 的 


k 


。97 。 


体积 ， 把 记 7 理解 为 以 送 变 基 向 量 为 检 的 平行 六 面体 的 体积 。 


如 果 把 三 个 组 元 向 量 取 得 和 基 向 量 一 致 ， 即 
dr= gdz7x!,ds= gdrx’,dt= gd (Ch) 
则 它们 所 形成 的 微 元 体 体积 (图 3 一 1,5) 为 
dV =dr xds*dt= 8£,x gi gsdr drdr’ 
将 式 (3 一 74) 代入 上 式 ， 得 到 


dV =V gdxidxidx: ( 3 —76) 
或 z 
dV , 
V 9 = | 《3 一 76 ) 


由 式 (3 一 76) 或 《3 一 76’) 表示 的 几何 意义 是 很 重要 的 ， 它 
指出 ，Y 9 是 坐标 微分 所 形成 的 体 元 体积 与 坐标 微分 之 积 的 比例 
系数 ， 一 般 说 来 ， 它 不 是 常数， 与 所 在 位 置 有 关 。 
如 果 线 元 向 量 不 与 协 变 基 向 量 一 致 ， 如 令 
dr= gdr'i,ds=g,dri,dit=g,.dt’ (i) 
则 微 元 体 体积 为 
dV =dr xdsdt=dr'ds!idt*€ ,,, ( 3 一 77) 
由 上 式 看 出 ， 体 元 的 体积 是 个 标量 ， 对 于 确定 的 dr、ds、 
dt， 在 任何 坐标 系 中 它 都 是 同一 数值 。 


3. 质量 元 。 
设 物质 的 密度 为 ?， 则 体 元 dV 内 含有 的 质量 为 
dm= pdV = pdridsidtr€,,, (3—78) 


由 于 P 和 dT 都 是 标量 ， 所 以 质量 元 dm 也 是 标量 ， 不 随 坐 标 
系 的 变换 而 改变 。 
4. 重量 元 。 : 
重量 是 力 ， 有 方向 ， 体 元 dr 包 人 的 重 向量 用 de 才 示 ,此 
重 也 是 个 向 量 ， 表 为 
六 一 YE 《3—79) 


出 | dx 一 ?IEd =g,Yidridsidt*€ ,;, 《3 一 80) 


# OF 。 


四 、 例 是 
例题 1 在 稍 卡 尔 直角 坐标 系 中 ， 计 算 任 一 线 元 长 度 qs ,由 
坐标 线 围 成 的 面 元 向 量 d A、 体 元 体积 dV 。 
由 式 (3 一 15) 、 (3 一 22’) ， 有 : 
ds=V gr dridri=V dr:i+ dy:+ dz’ (a 7 
如 置 dr 二 8g1dx' ,ds 二 8g.dz*， 则 由 x=const 及 y=const 围 
成 的 面 元 可 由 式 〈(3 一 70) 得 到 


dA,=dzxidxi=dzxdy (b’) 
同 理 z dA'=dxdrx’=dyd2 Cc’) 
dA,=—dzxidzx!'=dzdz (d’) 


由 dr 二 gdx',ds=8gdx?,dt= 8gsdx: 组 成 的 体 元 ， 可 由 式 
(3 一 76) 求 得 
dV =dzrx'idridrx’=dz7xdyd2z (e’) 
该 例 所 求 得 的 结果 都 是 熟知 的 ， 在 直角 坐标 系 里 都 可 直 毛 得 
到 ， 似 乎 没有 必要 按 上 面 的 方法 来 求 ， 但 是 对 于 其 它 坐 标 系 用 上 
面 的 方法 则 会 显 出 十 分 简单 和 方便 的 优点 。 
例题 2 求 柱 坐标 的 线 元 、 面 元 、 体 元 表达 式 。 
在 柱 坐 标 中 ，g911 二 1，g2,==r?,gss 二 1， 其 余 分 量 为 等 ， 而 9 
二 r+"， 故 由 式 《3 一 15) ， 有 
ds*=dr’+rd0:+ dz2z? (a’) 
如 置 dr= gdr': 二 gdr,ds= gds’:= 8g,d0,dt = gdt:= 
gsdz, 则 面 元 可 由 式 〈3 一 70) 求 得 
dA,=dr xds=d Ag:,dA,=dr'dsi€ ,1s=rdrdbl 


(b’) 
dA=dsxdt=dAg',dA,=dsidt*€ ,=rd0dz 
z (c’) 
dA,=dadtxdr=d/A,g’:,dA,=dtidri€,,,=rdrdz 
(d’) 


由 式 (3 一 76) 求 得 体 元， 为 


dV =rdragd?2 (ey 
例题 5 ” 求 球 坐标 的 线 元 、 面 元 、 体 元 表达 式 。 
球 坐标 系 中 线 元 长 度 平方 的 表达 式 见 式 (3 一 61》。 
由 第 二 节 式 《qd ) 给 出 ， 球 坐标 的 V9 =r*cosp， 如 取 dr 
~gdri=g,dr,ds—=g,ds:=g8,d0 ,dt= 8dt*=£,.d9, 
则 有 
dAs=drxds=d/A,g’»,d A,=dridsi€ is 一 r2coSOadrdlb 


(a ’) 

dA,=dsx dt=dAig',d Ai=dsidt*€ ju =r?cospd0d? 

~ (6) 

dA,=dtxdr=d/A,g’,d A,=dt*dri€,,,=r’coOs Pdrdy 

z (c’) 

而 dV =r:cospdrd0dg / / (ad ’) 


例题 4 计算 平面 笛 卡 尔 斜 角 坐 标 系 中 的 面 元 表达 式 。 
由 第 二 节 式 (e ) 知 ，WY 5 = sina, 如 取 dr=g1dr!'= gdé， 
ds= gg,ds’ = £8,.d7, 则 : 
dA,=~drxds=dAg’,dAs=dridsi€ ,s= SinadEd? 
第 四 节 ”二 阶 张 量 
一 、 二 阶 张 量 的 矩阵 表示 


在 第 二 章 第 四 节 ， 我 们 用 式 〈2 一 81) 、 (2 一 82) 定义 了 
二 阶 道 变 张 量 和 协 变 张 量 ， 在 坐标 变换 中 它们 满足 关系 式 


Ti = ppB! TH (3 —81) 
Dir’=6is BIT,, (3 一 82) 


上 面 的 变换 方程 还 可 以 用 定 阵 表示 为 


es 100。 

TY TY TU) 1 
T2141 T2227 T2781 _ 
Ts T3224 Tas ,/ 
TTHTS)] (B! Bt fi 

。 | T21 T22 T23 1 B82" 3 (3 一 817) 
ai Ts TI3 Bi! B82 Bs 
Tr MY 4 173/ 局 Br 1 

及 7211/ fT ,/, 1,'s’ | 一 bi’ Bi bi, 
gr’ Teor Ts bi’ bas’ par 


fi, 7 ,, 1,s bi pi 有 3 / (3 一 82′ 


很 明显 ， 只 有 一 阶 张 量 和 二 阶 张 量 才 能 用 和 矩阵 表示 ， 三 阶 以 
上 的 高 阶 张 最 是 不 能 用 矩阵 表示 的 。 


二 、 二 阶 对 称 张 量 及 其 性 质 


一 般 阅 来 ， 二 阶 张 量 的 分 量 上 ,只 了 但 是 在 应 用 中 ， 有 许 
多 张 量 能 满足 4 ,= 上, 例如， 我 们 知道 度量 张 量 9 一 gj 应 力 
张 量 o'' 二 of' 锋 等 ， 称 为 对 称 的 张 量 。 

定 义 

1. 苇 张 量 7 ,满足 

7 一 了 ( 3 一 83) 

则 称 了 ,为 二 阶 对 称 的 协 变 张 量 ; 
2，- 若 张 量 7 满足 


* [01 。 
THi=Tit (3 一 84) 
测 称 / 为 二 附 对 称 的 逆 变 张 量 ; 


3 车 张 量 ! ;满足 
7 一 7， (3 一 85) 
则 称 ;为 一 阶 对 称 的 混 变 张 量 ， 并 记 为 
7T;i=Ti,=7T1i (3—85') 


必须 注意 ， 不 存在 1 ;= 一 1， 因为 这 一 关系 式 不 具有 正确 的 
张 量 形 式 ， 张 量 表达 式 等 号 两 边 相 同 的 自由 指标 不 能 一 个 为 上 
标 ， 态 一 个 为 下 标 。 

1. 若 二 阶 张 量 的 某 种 分 量 是 对 称 的 ， 则 其 它 形式 的 分 量 也 
是 对 称 的 。 

设 了 一 了 在 该 等 式 两 边 乘 以 9 


左边 79 天王 7 
右边 了 9 和 二 
所 以 T= 
在 上 式 两 边 再 乘 以 9g4 
过 Tow=Te 
右边 Tixgo= Ti 
所 以 To=T 


2. 张 量 的 对 称 性 是 不 变 的 ， 即 当 参照 标 架 进行 变换 时 ， 二 
阶 张 量 的 分 量 保 持原 来 的 对 称 性 质 。 换 色 话 说 ， 车 已 知 二 阶 张 量 
在 某 种 参照 标 架 中 是 对 称 的 ， 则 它 在 任何 其 它 的 参照 标 架 中 也 一 
定 是 对 称 的 。 
设 在 原来 的 参照 标 架 中 有 
《一 了 
在 新 参照 标 规 中 ， 有 
左边 4 ， ) 月， Bi， 一人， /1 
右边 TBs 1 有 8 一 了 7 
显然 ， 上 二 等 式 左 端 是 相等 的 ， 因 此 
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7 7 一/ 
3。 在 三 维 空间 中 ， 二 阶 对 称 张 量 有 六 个 独立 分 量 。 


三 、 二 阶 反对 称 张 量 及 其 性 质 
定 义 
l. 若 张 量 人 站 ;满足 
7 一 一 4 《3 一 86) 


则 称 7 ,为 二 阶 反 对 称 协 变 张 量 ; 
2. 若 张 量 ! “满足 
THT (3 —87) 


则 称 7 全 为 二 阶 反 对 称道 变 张 量 ; 
3. 若 张 量 /;' 满 在 
Tii=—1i, (3 一 88) 


则 称 了 i’ 为 二 阶 反对 称 沦 变 张 量 ， 
二 认 反 对 称 张 量 的 性 质 : 
1， 车 二 阶 张 量 的 某 种 分 量 是 反对 称 的 ， 则 其 它 形式 的 分 量 
也 是 反对 的 。 
例如 ， 若 Te 一 人 ， 等 式 两 边 匀 以 9 和 ,注意 到 9 = 9 ， 
则 
7 一 了 9 一 一 9 一 一 


2.， 二 阶 张 量 的 反对 称 性 质 是 不 变 的 。 
例如 ， 在 新 坐标 系 中 


Ti 二 7 有 DB 二 一 7 二 一 


3. 在 三 维 空间 中 ， 二 阶 反 对 称 张 量 有 三 个 独立 的 分 量 ， 等 
价 于 一 个 向 量 ， 因 此 也 称 为 二 重 问 量 。 
z 因为 根据 定义 1,= 一 了,， (不 求 和 ) 必然 D1 二 了 ,= /ss 二 0， 
所 以 二 阶 反 对 称 张 量 只 有 三 个 独立 分 量 ， 与 一 个 向 量 的 数目 相 
同 ，。 
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四 、 二 阶 张 量 的 分 解 
1. 任何 一 个 二 阶 张 量 都 可 以 唯一 地 分 解 为 一 个 对 称 张 量 和 
一 个 反对 称 张 量 之 和 。 
在 第 一 段 我 们 已 把 二 阶 张 量 用 矩阵 表示 ， 而 一 个 3 x 3 的 矩 
阵 总 可 以 分 解 为 一 个 对 称 的 和 一 个 反对 称 的 矩阵 之 和 。 
人 


T= 地 (Ts+ 1; 中 十 人 7, ;~— 1 ;1) z (3 一 89) 


令 Ri;= 


可 (To 7 ) (3 —90) 

Si= (TT) - (3 —91) 

于 是 i 
7 一 有 十 9 (3 一 89 7 ) 


由 式 〈3 一 90) 和 《3 一 91) ，R,; 的 对 称 性 质 和 5,; 的 反对 称 
性 质 是 明显 的 。 
党 明 这 种 分 解 的 最 好 例子 是 弹性 力学 变形 分 析 中 的 相对 位 和 
张 量 ， 见 第 一 章 。 
利用 置换 张 量 可 将 对 称 和 反对 称 张 量 表示 为 
bE m= ,如 果 0,; 二 6;， (对 称 张 量 ) 
0*, 如 果 b;;== 一 by;( 反 对 称 张 量 ) 
0， 如 果 6'! 二 6 (对 称 张 量 ) 
%,， 如 果 b'1= 一 bi 《反对 称 张 量 》 
| (3 一 93) 
如 果 2, 是非 对 称 张 量 ， 则 式 2 和 E ,= os 表示 将 其 反对 称 部 
分 分 离 出 来 。 
说 二 千 空 间 帮 浊 称 光量 蚌 9，。, 其 差 值 9，， 一 9， 不 为 等 可 
表示 为 


(3 一 92) 


b'it =| 


,bs bs 68 一 G3 350 
注意 到 式 (3 一 48) ， 则 有 


° 1 904。 


0 一 Diy 一 0opE 2E，， 
如 果 0v* 是 对 称 张 量 ， 则 
DG" 一 0 


在 一 般 情形 下 ， 如 果 c'!’ 是 对 称 张 量 ，d 


z cidii=0 
这 是 因为 ， 根 据 定 义 有 
ciid,;=— ci’d,, 
cii(di;+d;;)=0 
由 反对 称 性 质 ， 圆 插 号 内 总 保持 为 零 。 
2. 分 解 为 球 张 量 和 偏 张 量 。 
设 二 阶 张 量 7 了,,， 令 


L i 
{= 人 i 
则 称 ! 6 ;为 4 的 球 张 量 ， 而 差 


称 为 : ;的 偏 张 量 。 
如 用 逆 变 张 量 表示 ， 上 式 还 可 写 为 


7 = 二 79 


2*91= 7"'*g,;— 1 9'*g, 


《3 一 94) 


《3 一 95》 


ij 是 反对 称 张 量 ， ji 


《3 一 96) 


《3 一 97》 


《3 一 98》 


( 3 一 99) 


( 3 一 100+ 
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第 四 章 张 量 代数 


在 这 一 章 里 ， 我 们 将 研究 张 量 代数 的 基本 运算 。 用 代数 方法 
研究 ， 张 量 运算 必须 满足 这 样 的 要 求 ， 即 进行 它 所 定义 的 运算 后 
所 得 到 的 结果 仍旧 是 一 个 张 量 。 

如 果 两 个 同 阶 张 量 ， 指 标的 结构 和 次 序 相 同 ， 在 某 一 个 坐标 
系 中 对 应 分 量 相 等 ， 我 们 就 把 它们 称 为 相等 的 张 量 。 

把 一 个 张 量 的 上 标 或 下 标 调 换 位 置 所 得 到 的 张 量 ， 称 为 原 张 
量 的 同 分 异 构 张 量 。T' 与 T7711,T'i, 与 71 ;等 都 是 同 分 异 构 张 
量 。 一 个 1 阶 张 量 有 nl 个 同 分 异 构 张 晤 。 / 


第 一 节 ” 张 量 的 基本 运算 
一 、 加 法 


只 有 阶 数 相同 、 指 标的 结构 和 次 序 相同 的 诸 张 量 可 以 施行 加 
法 运算 ， 加 法 运算 的 结果 称 为 和 。 
求 几 个 张 量 的 代数 和 ,就 是 将 对 应 的 同名 分 量 相 加 (或 相 减 ) 。 
这 对 于 一 阶 张 量 一 一 向 量 加 法 已 是 非常 熟悉 的 了 ， 对 于 二 阶 和 高 
阶 张 量 也 是 同样 的 。 例 如 张 量 411 与 B11 的 和 C' 可 以 表示 为 
Ci= Ai+ BI (4 一 1) 
C+ 的 张 量 性 质 是 明显 的 ， 根 据 定义 ， 有 
A = BB: PY A' 
BO 


因而 
Ci ii 一 AT Bi i 一 Bi BI .44 B BY’ Bi 


一 Bf BY (A1+B'N)=BI BIC 
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这 就 证 明了 C'! 是 与 4 、B'i 同 类 型 的 张 量 。 
张 量 加 法 的 性 质 ， 
1. 张 量 加 法 满足 代数 运算 的 交换 律 和 结合 律 。 例如 
Dii=Ai+Bii+Ci=(CHI4+AND+BT (4 一 2) 

2. 在 某 个 坐标 系 或 参照 标 架 中 ， 一 个 等 于 诸 张 量 之 和 的 张 
量 ， 在 其 它 任 一 坐标 系 或 参照 标 哥 中 仍 等 于 这 些 张 量 之 和 ， 也 就 
是 说 ， 张 量 的 加 法 运算 相对 于 坐标 变换 是 不 变 的 。 

二 、 乘 法 

对 于 任何 阶 与 结构 的 张 量 都 可 以 施行 乘法 运算 。 

标量 与 张 量 相 乘 须 将 张 量 的 每 一 个 分 量 与 该 标量 相 滋 ， 可 以 
交换 标量 与 张 量 的 次 序 ， 所 得 到 的 是 一 个 与 原 张 量 结构 和 阶 数 都 
相同 的 张 量 。 

两 个 任意 张 量 的 乘法 定义 为 ， 用 第 一 个 张 量 的 每 一 个 分 量 乘 
以 第 二 个 张 量 中 的 每 一 个 分 量 ， 由 这 些 乘积 作为 分 量 所 组 成 的 集 
合 仍 是 一 个 张 量 ， 称 为 前 两 个 张 量 的 乘积 。 

类 似 地 可 以 定义 多 个 张 量 的 乘法 。 

设 有 一 个 二 阶 张 量 4; 和 一 个 三 阶 张 量 厂 ",, 相 乘 。 在 三 维 空 
间 中 4;: 有 3?=9 个 分 量 ，B",, 有 3 二 27 个 分 量 ， 根 据 前 述 乘法 
定义 ， 须 将 第 一 个 张 量 中 9 个 分 量 的 每 一 个 乘 以 第 二 个 张 量 中 27 
个 分 量 中 的 每 一 个 ， 显 然 乘积 张 量 有 32:.3: = 35 一 243 个 分 量 ， 是 
一 个 五 阶 张 量 ， 记 为 

Ci 一 4 (4 一 3) 

下 面 我 们 证 明 C;!",, 是 一 个 张 量 。 在 新 参照 标 架 中 ， 显 然 有 

Ai'’ DB 
B"™’,r1'= pa’ Bp! Bp",, 
于 是 
Cn 


7 


。 / , . 

,二 全 有 ,,,= Bi, Di pr Br Br AiiB",, 
中 - 再 | 

=p'i,p; B™ pr, 和 Co 


| 


1 
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根据 张 量 的 定义 ,该 式 表 明 C;!? ;是 一 个 三 次 协 变 二 次 逆 变 
的 五 阶 混 变 张 量 。 

张 量 乘法 的 性 质 ， 

1. 上 张 量 乘 法 是 不 可 交换 的 。 例 如 

Ci 一 4 C= BA 

而 (天 人 
因为 两 个 张 量 的 指标 次 序 不 同 。 

2. 张 量 乘法 相对 于 坐标 变换 是 不 变 的 。 

3. 乘积 张 量 的 阶 数 等 于 因子 张 量 阶 数 之 和 ， 这 可 由 指标 的 
个 数 或 变换 系数 的 个 数 得 出 。 


三 、 连 并 和 编 并 


当 两 个 张 量 相 乘 时 ， 如 果 一 个 张 量 的 某 一 上 标 和 为 一 张 量 的 
某 一 下 标的 标号 相同 ， 根 据 受 因 斯 坦 约 定 ， 应 按 该 号 标 求 和 。 这 
伞 的 滋 积 仍 为 一 个 张 量 ， 它 的 阶 数 取 决 于 旺 标 个 数 ， 每 一 对 哑 标 
使 乘积 张 量 的 阶 数 减 2 。 上 述 的 乘积 运算 称 为 张 量 的 连 并。 例如 
CO 一 4 (4 一 4) 
张 量 。 项 注 昌 ， 不 能 对 相同 的 员 个 上 权 (起 下 民 ， 放下， 因为 
来 积 不 具有 正确 的 张 量 形式 。 和 此 ， 同 大 池 变 或 同 是 协 变 的 两 个 
张 量 不 能 进行 连 并 运算 。 
作为 特例 .我 们 来 看 两 个 向 量 的 连 并 , 设 W4=u,8',0 二 vi'gj， 
则 连 并 后 得 一 标量 ， 表 为 
A=u,v: 
所 以 两 个 向 量 的 连 并 就 是 该 二 向 量 的 点 积 。 
对 于 同一 个 张 量 的 某 个 上 标 和 某 个 下 标 取 为 相同 的 标号 ， 表 
示 对 该 哑 标 求 和 ， 其 结果 仍 为 张 量 ， 这 种 运算 称 为 缩 并 。 例 如 
一 有 ii 
缩 并 后 的 张 量 阶 数 取决 于 哑 标 个 数 ， 每 增加 一 对 枉 标 ， 张 量 
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阶 数 减 2 。 
作为 例子 ， 应 力 张 量 c; ;的 缩 并 c; ' 为 一 标量 ,是 应 力 张 量 的 
第 一 不 变量 。 
显然 ， 缩 并 只 能 对 二 阶 以 上 的 混 变 张 量 进 行 。 


四 、 指 标的 上 升 和 下 降 


在 第 三 章 ， 由 式 (3 一 17) 和 (3 一 18) 我 们 看 到 ， 逆 变 陆 
量 和 协 变 问 量 之 间 的 关系 是 由 度量 张 量 联系 的 ，4* 二 g*iwj, Ws 二 
“gsiui， 这 里 度量 张 量 的 北 变 分 量 可 以 提升 辐 量 的 指标 ， 而 度量 
张 量 的 协 变 分 量 可 以 下 降 向 量 的 指标 。 我 们 可 以 把 指标 的 上 升 和 
上 降 视 为 一 种 运算 ， 则 这 种 运算 是 通过 度量 张 量 与 向 量 的 连 并 来 
实现 的 。 在 式 〈《3 一 19) ， 我 们 把 这 一 运算 用 于 二 阶 张 量 ， 实 际 
上 上 ， 它 可 以 推广 到 任 一 阶 张 量 。 例 如 


gf ,j= ;;* 
gg 下 一 人 (4 一 5) 
gmg98 ”二 
等 等 。 
因为 度量 张 量 本 身 是 张 量 ， 根 据 上 边 的 运算 ， 有 
gs94 一 9 
Qia9' 9 一 9 (4 一 6) 


根据 指标 上 升 和 下 降 的 这 种 运算 ， 我 们 可 以 从 具有 某 种 结构 
的 张 量 得 到 该 张 量 的 其 它 结构 形式 。 


五 、 对 称 化 和 反对 称 化 


在 第 三 章 第 三 节 研 究 二 阶 张 晤 时 ， 我 们 把 任意 一 个 张 量 分 解 
为 对 称 的 和 反对 称 的 张 景 。 式 〈3 一 90) 中 的 及 ,jy 是 将 原 张 量 7.,， 
的 对 称 化 ， 式 〈3 一 91)》 中 的 "> ,是 将 原 张 量 / ;的 反对 称 化 。 现 
在 ， 我 们 把 这 一 方法 推广 到 任意 的 一 个 高 阶 张 量 。 

1. 对 称 化 

对 于 任意 一 个 nn 阶 张 量 中 的 某 些 上 标 或 某 些 下 标 中 的 7 个 指 
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标的 对 称 化 ， 就 是 把 这 了 个 指标 搁 不 同 次 序 排列 所 得 到 的 个 同 
分 异 构 张 景 求 各 并 除 以 r! 的 算术 平均 值 运 算 。 其 结果 关于 所 参与 
的 ”个 指标 对 称 ， 亦 即 所 得 张 量 与 对 称 化 指标 的 位 置 无 关 ， 称 为 
关于 该 个 指标 的 对 称 张 量 。 习 惯 上 把 参与 对 称 化 的 指标 用 一 对 
圆 括号 括 起 来 而 对 未 参与 对 称 化 的 指标 用 一 对 紧 线 踊 开 。 例 
如 ， 对 式 (3 一 90) 可 以 写 为 


To = (T+ TT)) (4 一 7) 


对 于 五 阶 混 合 张 量 /。… ”中 的 三 个 上 标 4 、7 、/ 对 称 化 ， 则 
得 到 
7 GD Te 4 Tins Tet 
31 z 
十 了 二 (4—8) 
”如 此 等 等 ， 可 以 很 容易 地 写 出 一 张 量 关于 某 几 个 指标 的 对 称 张 
电 . 

2. 反对 称 化 

芭 对 称 化 运算 就 是 将 参与 反对 称 化 的 ” 个 上 标 或 下 标 ， 通 过 
指标 的 交换 构成 r1 个 同 分 异 构 张 量 ， 对 于 指标 偶 次 交换 得 到 的 张 
量 皮 正 号 ， 奇 次 交换 得 到 的 张 量 取 负 号 ， 由 这 些 张 量 求 代数 和 除 
以 所 的 算术 平均 值 ， 所 得 到 的 张 量 就 是 关于 这 7? 个 指标 的 反对 称 
张 量 。 在 这 个 张 量 中 将 ” 个 指标 里 的 任意 两 个 换 位 时 ， 张 量 改 变 
正 、 针 号 。 | 

习惯 上 ， 扎 参与 反对 称 化 的 指标 用 一 对 方 括号 括 起 来 ， 不 参 
号 反对 称 化 的 指标 也 用 一 对 竖 线 隔 开 。 

根据 反对 称 化 运算 ， 式 (3 一 91》 可 以 表 为 


1 
7 ca 一 (4 一 9) 
对 于 五 阶 混合 张 量 7;'i*! 关 于 指标 i 、j 、1 的 反对 称 张 量 为 
TT. ij Ik!l 13 = (Ta Toiki Titht 
' | 


一 (4—10) 
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类 似 地 可 以 对 于 任何 一 个 高 于 二 阶 的 张 量 进行 反对 称 化 运 
算 。 


第 二 万” 可 乘 张 量 。 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 


一 、 可 生 张 量 


根据 矩阵 乘法 ， 任 何 阶 的 张 量 相 乘 仍 得 张 量 ， 积 张 量 的 阶 数 
等 于 因子 张 量 阶 数 之 和 。 售 车 因子 张 量 是 n 个 向 量 ， 则 乘积 为 一 
个 nn 阶 张 量 。 例 如 

Mij,... ,=a'bjc,d, (4 一 11) 


按 式 《4 一 11) 由 向 量 积 确定 的 张 量 称 为 可 乘 张 重 ， 它 是 最 简单 
的 张 量 。 

现在 要 问 是 否 所 有 张 量 都 可 用 最 简单 的 可 乘 张 量 来 表示 呢 ? 
回答 是 肯定 的 ， 下 面 给 以 简要 的 说 明 。 

如 果 不 预 先 限制 可 乘 张 量 的 数目 ， 上 述 论断 的 正确 性 是 很 明 
显 的 。 

设 有 二 阶 张 量 c'!， 另 由 向 量 a' 与 5; 相 乘 得 到 可 乘 张 量 a'bi， 
这 时 车 用 a'b'; 表 示 ci 即 建立 一 一 对 应 关系 ， 由 于 a'、5! 只 有 六 
个 分 量 ， 所 以 不 能 保证 c2 中 的 九 个 分 量 都 相互 独立 。 但 是 ,如 果 
我 们 再 加 上 个 由 d'、e! 构 成 的 可 乘 张 量 ， 建 立 


Cii—~a'ibis+diei ( 生 一 12) 


的 对 应 关系 ， 总 可 以 适当 的 选择 这 几 个 向 量 以 得 到 九 个 相互 独立 
的 c “， 所 以 ， 一 个 二 阶 张 量 最 少 可 用 两 个 可 乘 张 量 之 和 来 表 示 。 
如 条 c “是 一 个 对 称 张 量 ， 就 可 以 用 一 个 可 冬 张 量 来 表示 。 

再 如， 对 于 一 个 三 阶 张 量 MM'i;,， 它 有 27 个 分 量 ， 而 构成 一 
个 三 阶 可 乘 张 量 的 三 个 向 量 只 有 九 个 分 量 ， 因 此 至 少 需 要 三 个 可 
沪 张 量 才 可 以 确定 如 :;。。 类 似 的 分 析 可 用 于 更 高 阶 的 张 量 。 总 
之 ， 任 何 一 个 张 量 都 可 以 表 为 诸 可 乘 张 量 之 和 。 
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二 、 对 称 张 量 


色 果 地 变 张 量 或 协 变 张 量 相对 于 全 部 指 标 才 是 对 称 化 的 ， 称 
为 对 称 张 量 。 
”例如 ，7Z 2 是 对 称 张 量 ， 即 
人 和 一 人 0 (4 一 13) 
它 玫 示 TT (4 —14) 
这 与 第 三 章 第 三 节 所 定义 的 二 阶 对 称 张 量 是 一 致 的 。 再 如， 车 
aibi 是 对 称 张 量 ， 即 a'bi 二 a ('bn ， 表 示 a'bi1= aib'， 等 等 。 
阁 7'"* 是 三 阶 对 称 张 量 ， 即 


Tiik TT (1h) ( 4 一 15) 
它 表 不 
Tn 1 (4 一 -16) 
若 四 阶 张 量 Ti*!=T(0D G0)， 表示 该 张 量 关于 i 、 了 对 


称 ， 关 于 、 1/ 对称， 关于 ij，R! 对 称 。 


三 、 反 对 称 张 量 


如 果 张 量 的 阶 数 小 于 或 等 于 空间 的 维 数 ， 当 道 变 张 量 或 协 变 
张 量 相对 于 全 部 指标 都 是 反对 称 化 的 时 候 ， 就 称 这 个 张 量 为 反对 
称 张 量 。 反 对 称 张 量 中 ， 两 个 指标 数值 相等 的 分 量 恒 等 于 零 。 

在 三 维 空间 里 ， 我 们 讨论 二 阶 反 对 称 张 量 和 三 阶 反 对 称 张 
量 ， 设 /' 是 一 反对 称 张 量 ， 时 

7 人 一 人 对 让 (4 一 17) 

它 表 示 
THi= -Ti ( 4 一 18) 
如 果 a'bi 是 反对 称 张 量 ， 即 a'61 二 a fb 让， 表示 a'bi= 一 aibi， 

若 1:' 是 三 阶 反对 称 张 量 ， 即 

， Tiih oT Eth (4 一 19)》 
在 染 咎 风 2 介 分量 时， 独立 的 分 量 只 有 一 个 。 钢 如 ， 壮 次 张 量 
EM、E ,ys 就 是 三 阶 的 反对 称 张 量 ， 每 个 张 量 只 有 一 个 独立 的 
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分 量 ， 这 已 是 大 家 所 部 知 的 了 。 


第 三 节 ”二 阶 张 量 的 特征 值 和 不 变量 


前 面 我 们 在 坐标 变换 中 考察 并 定义 了 二 阶 张 量 ， 现 在 我 们 再 
从 另外 一 个 角度 来 考察 二 阶 张 量 。 
根据 连 并 运算 ， 二 阶 张 量 7 ' ;满足 关系 式 
b'= Ti',ai ( 4 一 20) 
为 了 明确 起 见 ， 假 设 向 量 oi 为 空间 点 的 坐标 并 记 为 z!， 则 式 (4 
一 20) 可 以 写 为 
| b'= 1 i,x! 《4 一 21) 
对 该 式 可 以 从 两 个 方面 来 理解 ， 首 先 ， 若 把 7 '; 作 为 变换 系数 ， 
则 2 为 新 坐标 系 中 的 坐标 分 量 z:… ， 用 我 们 以 前 的 记号 ; 式 ( 4 一 
21) 为 
2 一 人 0 ( 4 —22)- 
其 次 ， 我 们 仍 在 旧 坐 标 系 中 考察 向 量 zx' ， 即 视 z: 与 5 为 同 
一 坐标 系 中 的 两 点 ， 这 时 式 (4 一 21) 相当 于 一 个 变换 ，7! 把 
向 量 *，( 点 》 变 换 为 向 量 % 《点 ) ， 我 们 把 后 者 称 为 前 者 的 象 
用 记号 z 表示， 于 是 式 (4 一 21) 可 写 为 


并 一 4 (4 一 23) 
实际 上 对 于 任 一 个 向 9, 我 们 有 
一 07 (4 一 240) 


式 中 ， ,是 向 最 的 分 量 ， v :是 同一 向 量 的 象 的 分 量 。 

如 果 det(11;) 天 0， 则 式 (4 一 24) 可 以 求 道 。 

假设 在 式 (4 一 24) 中 ， 象 v''=4v1， 即 向 量 经 过 变换 后 
只 改变 大 小 不 改 变态 向 ， 我 们 把 这 个 辣 量 称 为 一 阶 张 量 :; 的 特 
征 问 量 ， 这 时 式 (4 一 24) 可 以 写 为 

ijvi=Av'= A6iv! ( 4 一 25) 

或 (Tij—Ai6i)vi= 0 (4 —25’) 
显然 ， 由 于 式 (4 一 25') 是 线性 齐 次 式 ， 存 在 非 零 解 的 条 件 是 


det(1ij—A6;)=0 《4 一 26) 
或 写 为 / 
太一 人 Ti, 7 3 
7 7 一 人 72。 |=0 (4 一 267) 
1 了 3， 5 一 人 
式 中 ，4 称 为 特征 值 。 利 用 式 (3 一 51') ， 上 式 左 边 可 表 为 
det(7'i;~ 4161!) 
] ， 。 : 。 [i ” 
= A6D TA (TA )E™ EN 
展开 并 注意 到 式 (3 一 42) 、〈3 一 43) ， 有 
det( i;— A6;) 
= A 61 8804+ 4618T!, + 61T!.6s+7!,6464) 
—A(6iTi,7 ,+ Ti 6aT, 
+ iT Ot)+ TiTi Ti]E IE, 
=- 语 [一 入 后 人 十 和 
+ TI EMME tTI ERE,) 
— A(T EE "Et Ti TE "En 
tTITI EE tT TI Th Em EE,,,) 
= 6A +t2A (Th tT + TT) -ATHTS, TIT, 
+iiTe Ti Tt + Ti Tt, 一 7 十 6det7 
于 是 式 《4 一 26/) 恋 为 
43 一 人 | tT ij Ti,Ti )A— detT 
式 《4 一 27) 是 关于 特征 值 4 的 三 次 代数 方程 式 ， 称 为 张 量 7 [的 


符 征 方程 式 。 下 面 我 们 讨论 几 个 有 关 的 问题 。 
1. 特征 方程 式 (4 一 27) 是 用 张 景 表示 的 ， 因 此 在 任何 化 
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标 系 中 都 成 立 ， 换 个 坐标 系 ， 只 须 将 式 〈4 一 27) 中 旧 坐 标 系 中 
的 张 量 分 量 7 i 换 成 新 坐标 系 中 的 张 量 分 量 7 :1 ,。 
2， 特征 向 量 和 特征 值 不 随 张 量 分 量 所 在 坐标 系 而 变化 ， 内 
此 在 坐标 变换 后 三 次 方程 式 (4 一 27) 的 根 4 不 变 ， 亦 踊 该 方程 
的 系数 在 所 有 的 坐标 系 中 都 是 相同 的 ， 或 者 说 对 于 坐标 变换 该 方 
程式 的 三 个 系数 是 个 不 变量 ， 记 为 
7 了 一 7 
7 一 (4 一 23) 
7 一 dety 
式 中 ，7 IT、7 rr、7a 分 别称 为 张 量 ! 马 的 第 一 、 第 二 、 第 三 不 变量 ， 
由 这 三 个 不 变量 的 任意 组 合 可 以 得 到 无 限 多 个 不 变量 ， 但 是 只 有 
“三 个 是 独立 的 。 由 7Tz、7xa 组 合 的 不 变量 ， 常 见 到 的 如 
T3 一 人 一 人 和 人 (4 一 29) 
27 了 一 37 了 7 一 37 7 一 了) ( 4 一 30) 
在 应 用 中 有 时 用 式 (4 一 29) 或 (4 一 30) 代替 式 〈《 一 28) 中 
的 第 二 不 变量 六 zx。 
3. 一 般 情形 下 求解 式 (4 一 27) 可 以 得 到 三 个 不 同 的 根 ， 
再 利用 式 〈4 一 25) 就 可 确定 三 个 特征 问 量 。 
符 征 癌 量 的 方向 称 为 二 阶 张 量 的 主 方向 或 主轴 。 
假设 7 ;是 一 个 对 称 的 二 阶 张 量 ,1 0) 、 4) 、4 (sy 是 三 个 不 
相同 的 特征 值 ， 相应 的 三 个 特征 问 量 为 Vy 、 UKa UNs) *)o 
下 面 我 们 证 明 ， 对 称 二 阶 张 量 的 特征 值 为 实数 ， 不 相同 特征 值 所 
对 应 的 特征 回 量 相互 正 交 。 以 第 一 和 第 二 个 特征 值 为 例证 明 。 设 
44) 于 0)， 这 于 式 (4 一 25) 可 以 写 为 


(MN (a) 

以 fv = A (2) v2) (65) 
将 式 《a ) 两 边 乘 9,， 右 边 变 为 4 ov 而 左边 为 

Dig iy = T9004= Ti (0) (c) 


于 是 有 
*) 这 图 括号 的 数字 或 文字 下 让 不 是 指标 标号 。 
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{Tirv (4=A v0 (d) 

再 用 v  * 乘 式 (0 ) 两边 ， 用 v's, 乘 式 (d ) 两 边 ， 得 
TV Vs=A ADV 0, (ee) 
iV 8V 0 =A VU (1V 0) (f) 


对 比 以 上 二 式 看 出 ， 如 7*,=7;* 即 对 称 张 量 , 则 上 二 式 的 左边 相 
等 ， 因 此 有 


(4 0 一 AU)UUDAU ta 二 0 (9) 
因为 4() 天 40)， 所 以 必 有 z 
V GD) ksVta) 一 0 (A) 
同 理 可 证 另外 丙种 情形 ， 或 共同 写 为 
U (mn) aU tn) = 0 77 产 玉 ( 4 一 31) 


这 就 证 明了 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 量 相互 正 交 。 注 意 ,这 一 
结论 只 适用 于 对 称 张 量 ， 而 不 适用 于 非 对 称 张 量 。 
下 面 进 一 步 证 明 在 对 称 张 量 情 形 下 特征 值 只 能 是 实数 。 利 用 
反 证 法 ， 设 有 一 对 特征 值 是 复数 ， 如 令 440)=r+is,，A0) = 
—1s, 相应 的 特征 回 量 为 VD (1) j= Hj 二 tw js v (2) j= Uj— iwWj, 其 
中 r、5 、Wjy、 灵 / 均 为 实数 。 这 时 ， 根据 正 交 关 系 式 (4 一 31) 
(uj +iw;) (ui —iwi) 
=Uui+t ww +i(Wiu’ uw)= 0 1) 
上 式 圆 括号 内 的 两 项 相等 相互 抵消 ， 前 二 项 的 每 一 项 均 为 正 数 ， 
故 式 ( i ) 不 可 能 成 立 ， 必 须 放 弃 特 征 值 为 复数 的 假定 。 
4. 二 阶 对 称 张 量 的 正规 形式 。 若 把 特征 向 量 选 为 基 向 量 ， 
即 以 二 阶 对 称 张 量 的 三 个 主轴 作为 参照 标 架 ， 这 时 对 称 张 量 可 以 
简化 为 对 角 线 形式 ， 称 为 二 阶 对 称 张 量 的 正规 形式 。 
设 特征 向 量 用 原来 的 基 癌 量 表示 为 
D (nm) 一 Von Bs (7 ) 
如 把 它 作为 一 个 新 的 基 问 量 &E.,， 则 它 与 昌 基 向 量 & ;的 关系 由 变 
Bn’!= pi/g, | (Ck) 
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很 明显 ， 这 时 特征 向 量 的 逆 变 分 量 v ww 就 是 变换 系数 pn'。 于是， 
正 交 关系 式 〈4 一 31) ， 即 
VO) VA = vim 0A gs0 nn (1) 
可 以 写 为 
pipsgn= gn./=0 mm’ nn (1n) 
式 〈《m) 表示 新 基 向 量 8,'， 相 互 正 交 ， 这 是 意料 中 的 ， 因为 它 
们 是 特征 回 量 。 

由 于 式 《4 一 25“) 只 决定 岩 征 加 量 的 方 癌 而 不 决定 各 们 的 大 
小 ， 所 以 在 建立 式 (4 一 25) 时 ， 我 们 就 可 以 把 向 量 m = 
vm) 8; 取 为 单位 向 量 ， 邑 这 时 &, ,是 单位 向 量 ， 于 是 有 关系 式 

Pa’Pr/Qin=9n/s /=1 m=n’ (n) 
综合 式 〈m) 、(n) 有 
10 m 天 中 


mm/ 二 (oO) 
9 /1 mm’ 一 1/ 


式 (o) 指出 ， 册 单位 特征 向 量 构成 的 新 的 参照 标 架 是 笛 卡 尔 标 
染 。 
如 在 式 〈《 4 一 25) 第 一 个 等 号 两 边 乘 以 g;,， 它 还 可 以 写 为 
fjV hm) 一 / (m) QikV Cm) (PpP) 
如 将 wo 换 为 B64, 并 用 Bs, 有 习 等 式 两 边 ， 等 式 左边 变 为 
Tpi,pbe ,= ,,) 


等 式 右边 变 为 
A (nm) 9inBss Bt, = (nm) Gra, 
于 是 式 (p) 变 为 
Fis = Gnrns (gq) 
注意 到 式 (o ) ， 显 然 有 
Tv 0 hud (4 —39) 
Am) Mm = / 


亦 即 ， 如 以 三 个 主轴 作为 参照 标 架 ， 对 称 张 量 可 以 简化 为 对 角 和 
阵 形式 。 式 (4 一 32) 还 可 以 写 为 
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1,.,,, 0 0 1 0 0 
0 ar 0 = 一 | 0 4 0 ( 4 —32’) 
0 0 了 ,a z 0 0 pp (3) 
5. 类似 于 式 (4 一 25’)， 我 们 有 关系 式 
(Tij~A6i)v ,= 0 ( 4 -一 33) 


最 然 ，v ;和 vi; 属于 同一 个 特征 值 14， 分 别称 为 工 的 左 特征 向 量 
和 和 右 特征 向 量 。 


第 四 节 ” 仿 射 变换 。 物 体 的 刚性 转动 


在 式 〈4 一 23) 、《〈4 一 24) 中 ， 建 立 了 同一 个 坐标 系 中 两 
个 空间 点 或 向 量 的 关系 式 ， 或 者 说 它们 确定 了 空间 点 或 向 量 的 运 
动 。 由 式 (4 一 23) 、〈4 一 24) 所 确定 的 空间 变换 称 为 仿 射 变 

很 明显 ， 连 续 数 次 进行 仿 射 变换 的 结果 仍然 是 仿 射 变换 ， 也 
就 是 说 仿 射 变换 构成 一 个 群 。 

下 面 应 用 仿 射 变换 来 研究 变形 体 的 蜀 性 转动 或 刚体 的 转动 。 

首先 考察 一 刚体 绕 固 定 轴 的 转动 。 为 方便 ， 取 笛 卡 尔 直角 坐 
标 系 并 把 zs 作为 旋转 轴 进 行 研究 。 用 a 表示 刚体 的 转角 。 设 刚体 
土 一 后 4， 开始 时 坐标 为 zi ,zzyzs， 转动 到 4 后 ,其 坐标 为 z1 
xl，。Xs。 内 图 4 一 1， 显 然 有 
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7!=X),COSQ— XT,SINGa 


T=7xiSiNa + rcO8a (4 一 34) 


式 〈4 一 34) 是 一 个 正 交 仿 射 变换 ， 是 一 般 仿 壬 变换 式 (4 一 23) 
的 特例 ， 称 为 旋转 变换 ， 变 换 和 矩阵 


六 
cosgw 一 Sinw 0 


Snaw cosa 0 ( 4 一 35) 
\ QO 0 1 


称 为 旋转 算 子 。 

上 面 的 旋转 算 子 是 在 特殊 选择 的 坐标 系 中 确定 的 ， 但 是 ， 若 
把 它 的 分 量 集合 作为 特殊 坐标 系 中 进行 仿 射 变换 的 二 阶 张 量 ， 我 
“” 信 就 可 以 利用 张 量变 换 的 普遍 公式 得 到 任意 坐标 系 中 旋转 算 子 的 
分 量 ， 或 者 称 为 旋转 张 量 ， 记 为 广 ;;。 上 述 在 特殊 坐标 系 ( 常 采 
用 直角 箔 卡尔 坐标 系 ) 中 建立 张 量 关系 式 ， 从 而 得 到 任意 坐标 系 
中 关系 式 的 方法 在 张 量 分 析 、 物 理 、 连 续 介 质 力学 中 是 常 采用 
的 ， 以 后 还 会 遇 到 。 这 也 是 利用 张 量 的 优点 之 一 。 

旋转 变换 式 (4 一 34) 可 以 一 般 地 记 为 


rT =V xi ( 4 —36) 
由 式 (4 一 34) 看 出 ， 旋 转 张 量 满足 式 / 
六 (4 一 37) 


假若 前 面 的 点 4 用 问 量 a 表示 、， 再 取 一 点 BB 用 向 量 b 表 示 , 利 

用 旋转 张 量 变换 ， 有 
a/=Vi,a, (4—38) 
b’'=~V! bt (4 —39) 

变换 后 两 向 量 的 点 积 
aib’i=V iV i a.bt—~éia.bt~a,b' (4 一 40) 
由 此 得 出 结论 ， 由 变换 式 〈4 一 36》 所 确定 的 运动 ， 保 持 两 向 量 
的 长 度 及 夹 角 不 变 ， 邯 两 向 量 的 点 积 守 但。 亦 即 由 式 (4 一 36) 

所 描述 的 运动 是 刚体 运动 。 
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下 面 提出 男 外 一 个 问题 ， 已 知 绕 定 点 转动 的 刚体 位 移 ， 求 相 
应 的 旋转 算 子 。 为 了 明确 起 见 ， 我 们 假定 转动 是 依次 通过 绕 着 过 
该 点 的 三 个 坐标 轴 zi， zz， zs 完成 的 。 可 以 表示 为 


(1)》 《0 《0) 
ri=V i Zi 
(2) C1 (1)》 


有 
TV eT (4 一 41) 


由 此 
C8) _pi C1) 《0) ot 


r=V ,Vari / (4—42) 


根据 仿 射 变换 的 群 性 质 ， 连 续 数 次 仿 射 变换 的 结果 仍 是 仿 射 变 
换 ， 故 上 式 可 记 为 

一 上 :Xi 《4 一 43) 
式 中 


py? 129 {1) C0) 


t= ie, (4 一 44) 
从 式 (4 一 43〉 看 出 ， 绕 着 三 个 轴 的 连续 三 次 转动 相当 于 绕 着 某 
个 轴 的 一 次 转动 ， 特 别 值得 注意 的 是 ， 其 合成 转动 不 是 各 分 转动 
之 和 和 ， 而 是 各 旋转 张 量 的 连 并 。 

以 上 所 讨论 的 是 有 限 转动 。 最 后 让 我 们 来 考察 连续 介质 力学 
小 变形 问题 最 感 兴趣 的 微小 转动 或 无 限 小 转动 。 

这 时 ， 式 (4 一 35) 中 cogc 1，Sincwcew， 亦 即 主 对 角 线 
元 系 均 为 1 ， 其 它 元 素 直 接 由 转动 角 表 示 ， 且 远 远 小 于 1 。 因 此 
一 般 情形 可 把 旋转 张 量 表 为 

广 : 一 31 二 oO (4 一 45) 
式 中 ，%@, ;是 微小 转动 角 ， 称 为 转动 分 量 。 
由 式 (4 一 44》 ， 有 


' >) (C1) 《0) 
V! := (01+0,) (6 + @*);) (O61i+oi,) 
展开 并 咯 去 高 阶 微 昌 后 得 到 : 


° 12<U。 
- (p> 
pi,= 601+ 2 of (4 一 46) 


代入 到 式 (4 一 43) 后 可 得 
(3) {0} “3) 
人 ZTE 一 0 一 加 0 (4 一 47) 


式 中 
‘3 ‘py | 
-> 0D1 ， (4 一 48) 


由 上 面 分 析 我 们 看 到 ， 省 代数 次 无 限 小 转动 在 刚体 上 各 点 产生 的 
位 移 ， 其 合成 旋转 算 子 等 于 各 旋转 算 子 之 和 。 在 研究 弹性 体 的 刚 
性 转动 时 我 们 就 应 用 了 这 一 结论 。 


第 五 全 张 量 分 量 和 物理 分 量 


首先 我 们 看 一 个 简单 的 例子 。 在 第 二 章 我 们 把 线 元 向 量 用 式 
(2 一 44) 表 为 
ds=g.dri (a) 
式 中 基 疝 量 & ,在 一 般 情形 下 已 不 是 单位 向 量 , 而 且 还 可 以 具有 景 
纲 。d s 的 道 变 分 量 qz: 也 不 一 定 具 有 长 度量 纲 。 例 如 ， 柱 坐标 中 
dxrim=dr, dr:~d0, drxs=d2z C6) 
如 果 利 用 单位 向 量 e o 作为 基 向 量 ， 由 式 (2 一 41) 柱 坐 标 中 的 
线 元 问 量 表 为 
QS 一 ee 0)Q TO (c) 
这 时 
az 人 一 dr dr 一 rdg dx) 一 az (d) 
对 比 式 (b) 和 (d) ， 式 〈d ) 所 表示 的 分 量具 有 明显 的 物理 
登 义 ， 都 具有 长 度 的 量 纲 ， 但 是 一 般 说 来 它们 并 不 具有 张 量 人 性 
“ 质 ， 称 为 物 量 分 量 ， 用 带 一 对 图 括号 的 指标 表示 。 在 工程 中 采用 
物 量 分 量 比较 直接 和 方便 ; 式 〈5) 所 表示 的 分 量 有 的 已 经 失去 
了 长 度量 纲 ， 但 是 它们 具有 张 量 性 质 ， 称 为 张 量 分 量 ， 在 张 量 计 
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算 中 采用 ， 工 程 上 应 用 这 些 分 量 就 不 方便 了 。 那 么 如 何 根据 张 量 
分 基 来 求 出 物理 分 量 昵 ? 下 面 我 们 就 一 般 地 研究 这 一 问题 。 
我 们 先 研究 向 量 的 物理 分 量 。 在 任意 一 个 曲线 坐标 系 中 可 以 
把 任何 一 个 向 量 用 基 向 量 表 为 
V=U'G,=U,G 《4 一 49) 
如 果 用 与 8 ,或 &8' 相 一 致 的 单位 问 量 ed 及 e ‘表示 同一 向 量 ， 
为 


V=v( ec 一 VODIe( 《4 一 50) 
实际 上 ， 因 为 基 向 量 长 度 
(gi =V 8g, =V gr (4 一 51) 
《不 求 和 ) 
lg =V ET (4 一 52) 
所 以 
e -7 《4 一 53) 
ff 
(不 求 和 ) 
z gr | 
(i) 一 一 -之 一 一 -一 上 1 
C Vo (4 一 54) 
由 式 (4 一 49) ， 有 


. 3 
ee BT) Dre 
办 = 1 


i=1 


将 该 式 与 式 “4 一 50) 对 比 ， 得 到 闭 变 向 量 的 物理 分 量 ， 类 似 地 
也 可 以 得 到 协 变 向 量 的 物理 分 量 ， 它 们 是 


VU (一 UV gi, ( 4 一 55) 
(不 求 和 ) 


v=UV gr z (4 一 56) 
对 于 正 交 坐标 系 


ee 1 22 。 
vO vv T= 7 一 (不 求 和 ) 《4 一 57) 
和 


类 似 地 分 析 可 以 得 到 二 阶 张 量 和 高 阶 张 量 的 物理 分 量 。 最 方 
外 综 沁 是 利用 张 量 的 不 变性 记 法 ， 例 如 ， 由 式 2 一 92) 中 的 
一 个 ， 有 

gee 
= Ti Vg gq;; gs, O TY ork gw。 Vo 


(7) 和 )-(7 生 ) 
= TV gor gyV Gr eV gr 


“e(D) ‘ene ee 


(V gi … 不 求 和 ， 随 4 一. 或 8,… “的 相应 指标 到 值 ) 


所 以 
FOOWOD) 0.0 =Tii mm 
(不 求 和 ) / ( 4 —58) 
例如 ， 正 交 坐 标 系 中 ， 二 阶 张 量 的 物理 分 量 可 以 表 为 
f=T(0) 0 = Tigi, = 一 小 (不 求 和 ) 
( 4 一 59) 
TNOD=T0 n= TiiV gg = 


《不 求 和 ，， 为 也) 
例题 1 第 二 章 第 三 二 太 例 题 8 求 出 向 量 P=2i+3j 在 极 坐 标 
中 的 分 量 P'=2c080 + 3sing, pe -326 + 这 是 张 
量 分 量 ， 试 求 出 物理 分 量 。 


1 
V giigyi 


Pi,)=P'V 9g, 
Po = PV 0,, (a’) 


在 第 三 章 第 一 节 便 题 1 已 求 得 g,， 一 工 ，gog 王 六 ， 于 是 
FP,,=P" 20080 + 3sin p 
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Pe)=Pr=—2SN0+3c080 (b’) 
例题 2 第 二 章 第 四 节 例 题 3 的 式 (c’') 已 求 得 极 坐 标 和 直 
角 坐 标 间 的 应 力 转轴 公式 


IT 一 Cos0a,+8Sn2bo-2Singcosbr ， 

Oo=r Sno +r’cos:00,—~ 2r’SNnOcosOr,, 

I, 一 一 *Snpbcosbc .二 rsSngcos0ac， 

+r(cos:0 — SIN*0)T,, 

试 将 极 坐 标 表示 的 分 量化 为 物理 分 量 形式 。 
利用 式 (4 一 59) ， 并 注意 9,,= 1， goo=r"， 则 可 求 得 
0,=0(,) (,) = C08°00,+ sin*00,1+2sin gcogs pr， 
Osy=0 (0) (0) = SIN°00,+ cos’00,—2sing0cos 0br,, 
Tg—0(,) (0) =— SMOcos0(0,—0,)+ (cos0— sin?0)r,, 


这 正 是 通常 在 弹性 力学 里 所 熟知 的 应 力 转轴 公式 。 
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第 五 章 张 量 分 析 
第 一 节 ” 克 里 斯 托 夫 (Christoffel) 符号 


一 、 克 里 斯 托 夫 符号 


1. 直角 坐标 系 〈 人 第 卡尔 直角 和 斜 角 坐标 系 ) 中 问 量 的 微 
分 。 
任意 一 向 量 u 用 协 变 分 量 表示 为 


U= gE'y, (a) 
在 直线 坐标 系 中 基 回 量 8' 是 和 常量， 所 以 问 量 4 的 微分 为 
展开 后 得 到 
On Ou 


du=( 57 dx 


0 
az” 十 SS-dzs jg 


oO 9 Ou. Ou, 3 
人 


J Ous 


O 、 
97- dz 十 DZ dz )g 


Ou 
+( 3 dr 二 


(5—1’) 

由 此 看 出 ， 在 直线 坐标 系 里 ， 向 量 的 微分 仅 取决 于 它 的 分 量 
的 微分 ， 与 基 向 量 无 关 。 

2. 曲线 坐标 系 中 向 量 的 导数 。 克 里 斯 托 夫 符 号 。 

为 了 简单 起 见 ， 我 们 考察 极 坐 标 中 向 量 的 微分 ， 它 不 同 于 上 
面孔 讨论 的 情 议 。 这 可 由 图 5 一 1 给 以 形象 说 明 。 

图 5 一 1 (a) 表示 的 是 沿 同 一 加 同上 每 点 作用 大 小 和 方向 
都 完全 相同 的 向 量 ， 然 而 随 着 华 标 位 置 的 改变 向 量 的 径 向 分 晤 和 


图 5 一 1 


环 向 分 量 都 在 变化 。 图 5 一 1 (b) 表示 的 是 沿 同一 圆周 上 每 点 
都 作用 大 小 相等 方向 与 向 径 一 致 的 向 量 ， 随 着 坐标 位 置 的 变化 向 
量 产生 增 量 ， 但 是 向 量 的 各 向 分 量 和 环 向 分 量 都 没有 变化 。 
之 所 以 会 出 现 上 述 这 种 情况 ， 是 因为 随 着 坐标 位 置 的 改变 基 
向 量 发 生 了 变化 ， 它 不 是 常量 ， 因 此 在 求 向 量 导数 时 必须 给 以 考 
虑 。 一 般 情 形 ， 向 量 导 数 表示 为 
Dj=(V 6,), = E+ V8,, (5 一 2) 
或 四 
中 一 (DiE AN) 一 VE 二 Di 《5 一 3) 
注意 上 二 式 中 最 后 一 项 是 基 疝 量 的 导数 。 因 为 向 量 的 导数 仍 
是 血 量 ， 所 以 可 以 把 基 向 量 的 导数 再 用 基 疝 量 表示 。 这 里 首先 讨 
论 协 变 基 向 量 的 导数 &,,。 令 
gi = ,ivE "一 六 (5 一 4) 
式 中 ， 栈 ;js、 栈 ;一 一 克 里 斯 托 夫 符号 。 前 者 为 第 一 类 克 里 斯 托 
天 符号 ， 后 者 为 第 二 类 克 里 斯 托 夫 符号 。 如 果 用 互 逆 基 向 量 点 乘 
上 式 ， 册 二 
= Tg gi= TT nol=T,, (5—5) 
及 gg Tg TIS6t=T (5—6) 
也 可 以 轩 式 《5 一 S)y 、《5 一 6〉 起 定义 克昌 斯 托 天 符号 。 
在 上 而 诸 式 中 用 了 张 量 记 法 ,但 这 不 意味 着 卫 ,、 卫 光 就 是 张 量 ， 
随后 的 分 析 将 证 明 它 们 不 是 张 量 。 
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二 、 克 里 斯 托 夫 符号 的 性 质 


1. 克 里 斯 托 夫 符 号 第 三 个 指标 的 上 逢 和 下 降 与 向 量 相同 。 
这 一 点 可 以 由 式 〈5 一 4〉 的 定义 直接 看 出 ， 第 三 个 指标 是 
作为 向 量 的 分 量 而 出 现 的 。 
用 &, 点 乘 式 〔5 一 和》 最 后 等 式 的 两 边 ， 得 
7 BE ES 
注意 到 8g*'8g ,= 61，&g "81 二 9,1:， 则 由 上 式 得 


[Tj = ,9 《5 一 7) 
用 & 点 和 滋 式 (5 一 4) 最 后 等 式 的 两 边 
7 9 一 《5 一 8 ) 


从 上 二 式 看 到 ， 克 里 斯 托 夫 符号 的 第 三 个 指标 与 向 量 的 分 量 
一 样 的 上 升 或 下 降 。 然 而 ， 另 外 两 个 指标 并 非 如 此 ， 后 面 将 会 看 
到 元 里 斯 托 夫 符号 不 能 像 三 阶 张 量 那样 进行 变换 ， 换 名 话说 ， 它 
不 是 三 阶 张 量 。 

2. 死 里 斯 托 夫 符号 关于 头 两 个 指标 是 对 称 的 。 

由 式 (2 一 46) ， 基 向 量 表 为 


O 
28, 二 3 一 人 六，， Cb) 


根据 微分 算 子 的 可 交换 性 -人 -一 一 -全 ， 由 上 式 有 


Ei, =T, ;=T ,j= 8),, (5—9) 
应 用 式 5 一 和 4) 的 定义 ， 由 上 式 可 以 分 别 得 到 
Tg = jg (c) 
及 矿 E 一 三 (d ) 
将 式 〈c) 点 乘 8&.， 式 (ad ) 点 乘 &*， 分 别 得 到 
人 (5 一 10) 
让 站 一 了 《5 一 11) 


3 克 里 斯 托 夫 符 号 不 是 张 量 。 
由 式 (5 一 5) 、 (5 一 9) 、《b) ， 克 里 斯 托 夫 符号 可 


。 127。 


以 表示 为 
QTr or 
[in adr " dn 
在 另外 一 举 标 系 中 克 里 斯 托 夫 符号 为 厂 ,'11,'， 于 是 
Or Or 


(2) 


0 or Or 
( Gri ) Ox 
0 / or oz _ or  _9z 
Oxi Oxi ) Ox OX"’ 
-人 O:Tr OX ， Oxi _ or 
\Axridrx’ dx’’ Oxi Ori 
OZ x ) or OXx* 


" Ox' Ori’/ Or Ors’ 


Or Or OX OX! GZ” 
0 
or Or Ox* O27! 
tarr ' Or * Or © Oxi’ Oxri’ 
注意 到 式 《2 一 60) 、《e) ，《〈8 ) ， 上 式 可 写 为 


O271 


Ts /= BiB! ‘Pi’ + gp hs 


(5 一 12) 
式 〈5 一 12) 征 ! ,mm 的 变换 律 ， 由 该 式 看 到 ， 由 于 多 出 了 最 后 一 
项 ， 使 得 在 坐标 变换 中 4 ,不 满足 张 量 的 变换 关系 ， 这 就 证 明了 
克 里 斯 托 夫 符号 不 是 张 量 。 
为 了 求 得 第 一 关 克 里 斯 托 夫 符号 的 变换 委 将 式 (5 一 12) 
两 边 乘 以 g* 和 了 Pp! 9"， 得 
Dirirg' =T ng9"'B''p!1 pps 8 人 


O271 
+ ging"' Ph Bs 有 人 


/ Or! 


= ,9" BiBirSspB! + gg9" 6sp! "OrTor 
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=T,,,g"pB',p! B!,+g; kt 1/ Ox’ _. 
一 jind pyrhpir TT YinY ! Br Or 
由 式 (5 一 8) 及 gg = 二 61， 由 上 式 得 


Ori 


,y=T ,BiB B!,+ B! sr (5 —13) 
由 该 式 看 出 ， 第 二 类 克 里 斯 托 夫 符 号 也 不 是 张 量 。 


三 、 克 里 斯 托 夫 符号 的 计算 


自已 知 公式 
: gii=8.*8; : (f) 
对 x* 求 导数 ， 得 : 
Gitn—= Bi Bi+ Bi 8,, (9) 
注意 到 式 (5 一 5) ， 有 
Giig—= id wt ys (5 —14) 


将 上 式 轮换 字母 并 利用 克 里 斯 托 夫 前 二 指标 的 对 称 性 可 得 到 男 外 
二 式 ， 与 上 式 一 并 写 出 ， 
人 二 二 = gis,s 
a + iis= grin 
[it iis =a 
将 上 边 三 式 的 后 二 式 相 加 再 减 去 第 一 式 ， 得 
2 ip iit airi— Yuioh ( 5 一 15) 
或 与 为 


i) 15) 
式 〈5 一 15 ) 稍 用 来 作为 计算 克 里 斯 托 夫 符 号 的 公式 。 它 指出 ， 
虽然 ! ,六 不 是 张 量 ， 但 是 可 以 由 度量 张 量 的 导数 直接 表示 。 所 以 ， 
只 要 度量 张 量 已 经 求 得 ， 栈 ;;, 的 27 个 分 量 就 能 计算 出 来 ， 然 后 可 
通过 式 (5 一 7 ) 计算 厂 ,*。 
对 于 正 交 坐标 系 ， 由 于 g;j= 二 0 (ii 大 ) ， 式 〔(5 一 157) 
可 以 简化 为 
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Ogii Og'; 二 1 99i; 
2 Ox! 

( 当 1i=] 二 时 ) 


Ogi, Og,i 09i， 1 Og 
(号 和 + )= 一 Ox 


( 当 二 站 大 有时) 《5 一 16) 


( 00ji Ogis Ogii )= 1 99i， 
1 Dr tr 7 Or /2 Ox! 


( 当 i 二 天 卫 时) 
厂 ,js 二 0 ( 当 i，j ， 上 各 不 相同 时 ) 
(在 以 上 各 式 中 均 不 求 和 ) 
同时 ， 利 用 式 (5 一 8 ) 并 注意 到 正 交 坐标 系 中 g" -了 一 


(不 求 和 ) ， g0= 0 (ij ， 可 以 得 到 第 二 类 克 里 斯 托 夫 


i [os 1 Ogit 1 9 
广 生 一 人 ;一 gi 2g,i Dr  .D Or! lng,; 
( 当 i = 二 j= 二 1 时) (5 一 17) 
IT. 1 99， 
1 .一 上 一 LT -~ i 
1 MA 2911 97” 
( 当 i 站 二 了 天 三 时) 
rp 1 Gg;; 1 9 
Mk it 2011 Oxi 2 Ox lng', 


( 当 i = 二 1 大 了 时 ) 
夏 ! 一 0 ( 当 1，7， [不 相同 时 ) 
(在 以 上 各 式 中 均 不 求 和 ) 
例题 1 试 证 明 
gii,=— Ti.g9'"— Lig’ 
由 式 g'"g。,=6;， 对 zx: 求 导数 有 
g'rigmant 9 nms=0 | (a’) 


gm gn = — Qnnig (b’) 
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在 式 (5b') 两 边 乘 以 9 ， 得 
ggnsg 一 一 gok9 9 (ce’) 
注意 到 gm.9 “一 Gr， 9 "iGn= 9 h, 9 一 9 以 及 式 〈《5 一 14)， 
上 式 变 为 


0 一 一 (人 十 Ta) 9'" 9’ (d’) 
将 式 右 边 乘 开 ， 并 利用 式 (5 一 8) ， 最 后 得 
/ g's=— .9 — .0 (e ’) 


例题 2 求 直 线 坐 标 系 《直角 和 斜 角 币 卡 尔 坐 标 系 )〉 中 的 元 
里 斯 托 夫 符号 。 
由 第 三 章 第 一 节 知 道 ， 在 直角 或 斜 角 负 卡尔 坐标 系 中 上 度量 张 
量 9, 的 所 有 分 量 都 是 常数 。 根 据 公 式 〈5 一 15 ) 有 
广 , 关 一 0 (a 》 
再 由 式 《5 一 8) ， 得 
广 ,一 0 (2 人 ) 
即 在 直线 坐标 系 中 ， 克 里 斯 托 夫 符 号 的 全 部 分 量 为 零 。 
上 面 的 结论 从 另 一 个 角度 说 明 克 里 斯 托 夫 符 号 不 是 张 量 ， 因 
为 如 是 张 量 它 就 应 在 任何 其 它 坐 标 系 中 都 为 零 。 
例题 3 ” 求 极 坐标 中 的 克 里 斯 托 夫 符号 。 
在 第 三 章 例 题 1 已 求 得 极 坐 标的 上 度量 张 量 ，9.,,==g11 = 1， 
goo= 92s=r*, go= 412 二 0，90 二 92z1 二 0。 由 式 (5 一 15') 
并 注意 到 克 里 斯 托 夫 符号 关于 前 两 个 指标 的 对 称 性 ， 求 得 


ro 六 各 和- 庆 )-。 
-2-)=0 / (a’) 


. 1/ 99g Og1, 
[= = T= T+ 
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992 
oor: )= 
0 O O 
EE 
T0090= 1 321= 0 


二 维 间 题 只 有 八 个 分 量 ， 利 用 式 (5 一 8 ) 并 注意 到 极 坐 标 中 的 
送 变 度量 张 量 9 = 1，9"= 3 ，9 二 9g” = 0 〈 见 第 三 章 例 
题 1 》， 求 得 


三 0 一 六 2 一 19 一 一 
~ (5) 
Ty,=T ?=72 = t= 7 .9 =1/r 
其 余 分 量 为 零 。 对 于 柱 坐 标 每 类 克 里 斯 托 夫 符号 有 27 个 分 量 ， 但 
是 也 具有 本 ,00 二 了 卫 6.0=?， 了 6, 二 一 +?， 及 [oo 二 一 ?+ ,Te, 二 了 ,6 
二 1/r， 其 余 分 量 均 为 零 。 

例题 4 试 求 球 坐 标 系 中 的 克 里 斯 托 夫 符 号 。 

在 球 坐 标 系 中 ，x = 二 r+，x* 二 9，x 二 V9。 根据 第 三 全 第 一 市 
的 例题 2 有 9,; 二 9 二 1，900 二 922 二 ?7*COS*P ,gpo= Gss 二?’, 
go 二 gop 二 9re 二 0。 由 式 (5 一 16) 、(5 一 17) 知 ， 仅 当 :* 一 
2 ，3 时 才 有 不 为 零 的 死 里 斯 托 夫 符号 。 它 们 是 


1 09 
六 ai 一 一 0829 


Fa so = 一 

(a’) 
六 = Ti = sg 一 上 COS 0 
1 ,32= { 322 = 于 sg = ~ COSDSnNP 
TT 
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以 及 
六 1 一 一 rCOS 0 
广 3 ,一 CoSSmn yy 
as 一 一 人 
(b’) 
rr2 一 六 _1 
21 一 上 12 一 
m3,=T},= -tgp 
1 
T's1=11s= 
例题 5 试 证 明 ， 
i 了 _ 9 i 
Tin= 2g < 一 一 或 了 i， 一 Or™ m —— ln g (a ) 


将 度 车 张 量 行 j 列 式 9 按 余子 式 G (j,k) 展开 ， 得 
9 二 gisG (j,k)《 仅 对 & 求 和 ) (b’) 
关 为 G(I,8) 里 不 含 g;,， 所 以 有 


9 . 
3 =G(),r) 


于 是 


0g 0g 9g9， | jr i Ogj, 
Dr" -a0 dz" = CO(,7) Or" 0 -99 dr 


~ gg (Ti,,+T ,ni) = 9 int TIT!n) 

=2gT jn (c’) 
在 上 面 的 推导 中 用 到 了 式 (3 一 13) ， (5 一 14) 及 (5 一 8) 
的 关系 。 由 式 (c’) ， 有 


i __1 99 7 
Ti, 20 加 全 (d ) 
或 
O 一 
六 1 一 一 SInaY 9 (e’) 
由 
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(f") 


四 、 短 程 线 

众所周知 ， 在 一 个 平面 上 ， 两 点 间 直 线 距 离 最 短 。 如 果 是 出 
面 也 可 以 提出 相同 的 问题 ， 即 在 一 个 曲面 上 连接 两 点 的 最 短路 程 
线 是 什么 ? 这 就 是 所 谓 的 短程 线 
问题 。 它 是 泛 防 分 析 中 一 个 著名 
的 变 分 问题 。 

设 曲 面 上 有 任意 曲线 工 。, 如 
图 5 一 2， 现 以 某 参 数 t 表示 华 
标的 参数 方程 ， 为 


Xi= 7xi(t), xr:= 7x?(t) Ca) 
在 曲线 上 取 两 点 以 ,和 以,， 对 应 的 参数 为 1, 和 1,。 现 计算 
出线 上 M .和 好 ,两 点 闻 的 一 段 曲线 长 度 1 。 
式 《3 一 15〉 已 给 出 线 元 微分 弧 长 公式 ， 为 


ds*=gidridr’ z Cb) 
注意 到 式 (a) 有 
1 2 
qd zl 一 cz dt, dx’:= 下 dt (c) 
若 引 用 记号 
| dr! , dr? 
则 有 
ds=V gir’ dt (6 ) 
所 以 
I =| ds 一 | Vg at 《5 —18) 
:to 1 0 
令 
d rz! dr: 
F(x Ly 一， 一 )= ge Cf) 


则 式 (5 一 18) 恋 为 
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Yr 
(5 一 18 ) 
显然 ， 通 过 MM, 和 M, 点 可 以 连接 许多 不 同 的 曲线 ， 具 有 不 同 
的 长 度 ! 。 若 有 一 曲线 ， 其 上 任意 足够 接近 两 点 间 线 段 的 长 比 连 
接 此 两 点 的 任何 邻近 曲线 都 短 ， 则 称 为 短程 线 。 
下 面 用 变 分 方法 建立 短程 线 的 方程 式 。 
为 方便 计 ， 把 参数 取 为 曲线 上 由 M 点 算 起 的 弧 长 s。 设 
上, 是 短程 线 ， 其 上 的 坐标 : 
T=Xi(s), rit= xi(s) (9) 
”是 使 式 (5 一 18’〉 取 得 极 小 值 问 题 的 解 。 令 极 小 值 为 ,在 Lo 上 
参数 在 Mu, 和 jj, 点 的 值 分 别 为 * = 0 和 s =1。。 
现 取 两 个 s 的 任意 函数 71(s)，7:(s)， 并 使 之 满足 如 下 条 
件 : 
7'(0)=7'(1)= 0 
(Ch) 
72(0)=7*(1,)= 0 
这 样 ， 几 通过 骨 , 点 、 术 , 点 的 ， 与 短程 线 相 邻近 的 曲线 ， 用 
上 .表示 ， 如 图 5 一 2， 其 上 的 坐标 z'， xX“ 有 本 以 表 为 
r= xXi(s)+ oan (s) 
(i) 
T= Xi(s)+ aon:(s) 
式 中 , 4 是 一 个 微小 的 可 正 可 负 的 参数 。 实 际 上 ， 取 不 同 的 a 值 ， 
虐 式 就 代表 不 同 的 与 上 , 邻近 的 有 曲线。 于 是 ， 上 ,上 M6 与 放 , 间 的 
蜡 线 长 (a)， 由 式 (5 一 18’) 可 以 表 为 


1 0 dx! 1 
(= 人 人 ZI 十 CI 1 十 C1 3 2 十 C 2 ， 


< oT yr js Cj) 


当 c= 0 时 得 曲线 工 ,的 缴 长 /,， 比 任何 邻近 曲线 工 。 上 的 张 长 
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1(a) 都 小 ， 即 当 x= 0 时 ， 作 为 4 函数 的 1(Q) 必 存 在 有 极 小 值 。 
根据 函数 存在 极 小 值 的 必要 条 件 一 一 该 函数 在 极 小 值 这 一 点 的 导 


数 等 于 零 ， 必 有 
.= 0 : (hk) 


把 式 (7) 中 积分 号 内 的 函数 看 作 是 a 的 函数 ， 求 导数 后 代 
入 9 二 0， 得 


[| = 一 一 一 一 
了 1 2 d xo dz? ) 


0D Lo: ds ? ds / 
OF ,, of dn 
0 7 《3) 十 3 dx:i Tar ds 


: : / - (1) 
注意 到 ， 参 数 由 s 代替 1 后 ， 式 《了 ) 变 为 
| ， dz! dr” NN dr dx! . 
Fe “3 ds ， ds )= Jii ds ds Cm) 
在 上 L。( 取 4 二 0) 上 ， 由 式 (5) 有 


dz! dr? dr dxri 
Fs, 2 = 
(n) 
因此 ， 由 式 (1) ， (CR) 得 
oF | t 
| Bri 7 (s)dst | 机 ds=0 
0 0 0 
ds 
《0 ) 


对 该 等 式 左 边 第 二 项 应 用 分 部 积分 法 ， 并 注意 到 式 (h) 的 条 
件 ， 得 
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于 是 式 (0) 变 为 
‘oo_ ff oF d OF 
| 7 oOxzi 二 dzxi )jas="0 (PP) 
9 ds 
由 于 函数 7' 的 任意 性 ， 要 上 式 成 立 ， 必 须 
oF d ( oF )= 
7 ds\ dz /7 
ds 
这 实际 上 就 是 变 分 学 中 的 欧 拉 方 程式 。 在 二 维 曲 面 上 ， 取 i =1， 
2， 式 (9) 表示 两 个 偏 微分 方程 式 。 式 中 去 掉 了 >z 的 下 标 0， 
这 不 影 啊 问题 的 本 质 。 
现在 也 可 以 这 样 定义 短程 线 、 即 凡 满 足 方程 式 ( 9 的 线 称 
为 短程 线 。 为 了 由 式 《49 ) 得 到 zx! 的 方程 式 ， 应 用 式 〈(m ) 将 方 
程式 (9 ) 的 左边 展开 。 


(9) 


dr! 

首先 ， 将 式 (m》 两 边 对 一 -一 求 导 ， 得 

oF 2 dri 

dri Yif Tqds 

9 ds 
于 是 有 
dad oF dx! dg.; dr’ 
ds ( dr! )= di ds: as ds (7) 
ds 


协 变 度量 张 量 g,j;(xi:，x?) 对 s 的 导数 
dq,; dxi Ag ae Og QT dx 


pr ce— i app 
pr 


将 此 二 式 相 加 并 代入 式 〈”) ， 得 


dr* dr! 
F = ri ds ds ds 


很 容易 求 得 
z oF 0 gs QT dr! 1 ) 
Or Ox’' ds ds 《 
将 式 (s)， (ff) 代入 式 (9) ， 得 
qd 2 1f 99 99;， 加 99， QT dx! 
Yii ds 加 | | ds ds 


3z | Or Or 
一 0 / z (5C—19) 


注意 到 式 (5 一 15“) 的 克 里 斯 托 夫 符 号 ， 上 式 可 以 写 为 
dx! dr drx! z 
SF ds: i A 了 < j=0 (5—19’) 
式 《5 一 19) 或 (5 一 19 ) 就 是 短程 线 的 微分 方程 式 。 将 式 (5 
一 19’) 各 项 乘 以 9”， 并 注意 到 9， 19" 二 67? 及 式 (5 一 8) ， 上 
式 又 可 以 写 为 
+ Fi a 二 0 (5—19”) 
上 面 的 推导 是 在 曲面 上 进行 的 。 三 维 哆 氏 空 间 的 曲面 是 一 个 
二 维 的 黎 曼 空间 。 实 际 上 ， 上 面 公式 对 于 n 维 的 黎 曼 空 间 也 是 
成 立 的 ， 只 需 将 式 中 的 指标 从 1 取 到 n。 


第 二 节 协 变 导 数 
一 、 向 量 的 协 变 导数 


第 一 池 已 把 协 变 基 向 量 的 导数 表 为 
站 ) 歼 曼 空间 的 定义 见 本 章 第 三 节 。- 
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5 = 三， ing = 1;8, 
现在 推导 逆 变 基 向 量 的 导数 。 类 似 于 式 〈5 一 4〉， 也 可 以 
把 逆 变 基 向 量 的 导数 &,， 再 用 逆 变 基 向 量 表示 ， 暂 设 其 分 量 为 
/ )， 于 是 
g' j=},g (a) 
将 上 却 两 边 氮 乘 以 &E.， 得 
2 天 (b) 
又 由 &g'…&, 二 6;， 将 其 两 边 对 zx’' 取 导数 得 
: Ej EB.+ gE,i= 0 
或 
: 8'1* = — 8' 8 Ce) 
将 式 《5 一 4) 代入 上 式 ， 得 
E 6 (d ) 
对 比 式 (5) 和 (d) ， 显 然 有 : 
广 ,,= 一 六) (e ) 
于 是 式 (a ) 将 变 为 
8 一 一 三 和 8 (5 一 20) 
下 面 引 出 协 变 导数 的 概念 。 
利用 克 里 斯 托 夫 符号 和 式 〈5 4) ， 向 量 的 导数 公式 (5 
一 2 ) 可 以 表 为 


由 十 号 (f) 
变换 最 后 一 项 的 哑 标 记号 后 上 式 变 为 
中 7 一 (十 凡人 区 (5 —-21) 
引用 记号 
v= ;+ oT ;, ` 《5 一 22) 
式 中 


符号 |; 表示 对 zf 的 协 变 导 ， 
数 ， 

必须 注意 ， 向 量 分 量 的 普通 导数 v1; 与 向 量 分 量 的 协 变 导 数 

u 是 不 同 的 ， 二 者 相差 一 项 v* 古 !,， 且 具有 完全 不 同 的 性 质 。 
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稍 后 将 证 明 ， 关 是 张 量 ， 而 "pp 不 是 张 量 ， 后 者 的 非 张 量 性 质 
册 死 里 斯 托 夫 符 叶 的 非 张 量 性 质 得 到 补偿 。 
类 似 地 ， 式 (5 一 3 ) 可 以 写 为 
了 一 Di 有 十 US 
UE — Uv ;8 


一 (人 ;一 Wo 站) (5 一 23) 
引用 记号 
一 Di 一 VD | ( 5 一 24) 
式 中 Di 一 
U， | 


利用 式 〈5 一 22) 、 (5 一 24) ， 向 量 导数 公式 (5 一 21) 、 
(5 一 23) 分 别 表 为 
VD,;=v' |;g, 
( 5 —25) 
及 Vj= UV, |g! 
因此 ， 向 量 的 导数 Y 仍然 是 向 量 ， 对 于 固定 的 7 了， 它 的 北 
变 分 量 是 协 变 导数 v' |;， 它 的 协 变 分 量 是 协 变 导数 v，, |)。 
关于 协 变 导 数 我 们 指出 以 下 几 点 性 质 ， 
1. 向 量 的 协 变 导 数 是 二 阶 张 量 。 
首先 证 明 vs |; 是 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 。 由 = br 对 xz! 
求 导数 得 
Vi/ =0/ 12! 二 V8! /= 1g (9) 
另 一 方面 ， 根 据 微 分 的 链 式 法 则 ， 有 


QOXx! 


~ =v |g'Ps;’ (Ch) 


,i/ 一 ,i . 
人 


由 式 (9) ，(h) 有 
18 =v,1g'P! (1) 
必 尖 向量 ,1 二 6 ,,&, 点 乘 等 式 两 边 ， 注 意 到 左边 变 为 v1 |i'g' 
= 0,/ 1 6 ,=v | 及 右边 变 为 9， 18'B,, Bp,, 8 


e。 1L40， 


=v,| Bi’ Brie =v, | pis’ or 于 是 有 
vs |;’=v, | rr BI/ (5—26y 


这 就 证 明了 wv; 1; 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 。 
其 次 ,我 们 证 明 v*1; 是 二 阶 张 量 的 混 变 分 量 。 由 式 2=v' gg, 
对 z/ 求 导数 得 
四， 一 0 PC- 这 


Ox i 1 
又 中 一 人 ,一 一 一 WED/ 
Or : 


所 以 
Ut 人 8 
两 边 点 乘 以 &E = DB gg! 得 
0 8 DB (5 一 27》 


这 就 证 明了 人 二 是 一 个 二 附 混 变 张 景 。 
由 |， 人 和 人 的 张 量 性 质 ， 很 容易 得 到 
0i 79 一 | ， 
(5 一 28、> 
和 vi 19"=v,h 
2. 在 任意 非特 殊 坐 标 系 中 ， 向 量 的 协 变 分 量 或 六 变 分 量 的 
普通 导数 不 等 于 向 量 的 协 变 导数 ， 并 有 旦 不 是 张 量 。 
3， 标量 的 协 变 导数 等 于 它 的 普通 导数 ， 即 
$l = 9,, ( 5 —29) 
式 中 9 是 标量 函数 。 很 容易 证 明 $,, 是 协 变 向 量 。 因 为 利用 求 导 


笋 的 链 式 法 则 ， 在 新 坐标 系 中 有 
Og GO OX: 
,i= 一 
Ox Ox 
4. 在 身 卡 尔 坐 标 系 中 协 变 导数 恒 等 于 普通 导数 。 这 是 因为 
此 时 克 里 斯 托 夫 符 号 的 全 部 分 量 为 零 ， 即 ,二 0， 和 二 0 
(所 有 1 3 7 9 R ) © 


一 内 ,Di ( 5 一 30) 
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5. 站 量 微分 。 


当 向 量 v (zx 人) 沿 着 分 量 为 dr! 的 线 元 向 量 从 zx!'， 点 移动 到 相 邻 
点 Xx! 十 dr 时， 该 向 量 w (zx) 的 改变 为 


dV=V,dxi : (5 CO—31) 

注意 到 式 (5 一 25) ， 上 式 可 以 写 为 
dvw=(dv)ig,=v' lg dr! (5 —32) 
或 dvw= (dv) 8'=v; |/g'dz! (5 一 33) 


微分 向 量 dw2 的 逆 变 分 量 (av)' 和 协 变 分 量 (dv); 称 为 协 变 微 

分 ， 今 后 协 变 微分 算 符 用 记号 DD 表示 ， 记 Dv' = (dv)',，Dwv, = 
(qv);,， 而 普通 微分 dv 二 vijdxi，dv, 二 v1,jdX!。 于 是 ， 由 式 
(5 一 20) 、 (5 一 22) 、 (5 一 32) 、 (5 一 33) 有 
Dv'=(dv)'=wv' |,dri=dvu'+ vf ad (5 一 34) 

天 Du,= (dv),=v, ljdri=dy,—v,T "dri (5 一 35) 


二 、 二 阶 张 量 的 协 变 导 数 


设 二 阶 张 量 7,;,， 现 在 求 它 的 协 变 导数 7,; | 的 表达 式 。 根 据 
式 《2 一 86) ，1/,j 与 两 个 向 量 w'，v! 的 连 并 得 一 标量 
| $=T,wu'v! (5 一 36) 
由 一 TO 二 TD 二 
一 ,Uv .ur 0 二 7 ,uivi | 
一 了 VE 《7 ) 
仿 
LO 
《5 一 37) 
这 时 ， 若 注意 到 $ 是 标量 ，$, ,= $1]:， 则 式 〈7) 变 为 
$= = lu vt Tu vi+ Tuiv’ |, 
(5 —38) 
或 写 为 
$ 1.= (Tewiv) (5 —38’) 
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变换 县 标记 号 ， 式 《5 一 37) 写 为 
{uvi=T ,oy,, — 7 uy! (5—37’) 
若 对 某 张 量 7,; 和 所 有 的 uw'，v! 使 上 式 成 立 ， 当 且 仅 当 
一 《5 一 39) 
由 此 我 们 定义 ， 由 式 〈5 一 39) 所 确定 的 量 1 称 为 二 阶 协 变 
张 量 人 ;的 协 变 导数 。 下 面 证 明 7,j | 是 三 阶 协 变 张 量 。 
由 式 (5 一 38) 有 
lod v= — Tu vo ,uv (k) 
上 式 右 端 每 一 项 都 是 一 阶 张 量 ， 因 此 等 式 左 端 也 是 一 阶 张 量 ， 故 
有 


Py ur v1 = B,,T, 站 
h i pj / 
一 后 Li 局 ,人 BbB,,v! 


| ， i 
一 TB B,, Bru v! 


TB C7) 


这 就 证 明了 二 阶 协 变 张 量 的 协 变 导数 是 三 阶 协 变 张 量 。 
还 可 以 用 类 似 的 方法 定义 另外 三 种 形式 的 协 变 导 数 ， 
7 一 (5 一 40) 
了 一 人 于 《5 一 41) 
Ti =7T H+ THTi, TU, (5 -—42) 


三 、 高 阶 张 量 的 协 变 导 数 


利用 定义 二 阶 张 量 协 变 导数 的 方法 可 以 定义 任何 阶 与 结构 高 
阶 张 量 的 协 变 导数 。 实 际 上 ， 分 析 式 《5 一 39) ~ (5 一 42) 的 
特点 后 可 以 直接 写 出 高 阶 张 量 协 变 导 数 的 普遍 公式 。 从 上 述 公式 
看 出 ， 协 变 导数 等 于 相应 的 普通 导数 ， 然 后 每 个 指标 对 应 一 项 与 
原 张 量 连 并 的 第 二 类 克 里 斯 托 夫 符 号 ， 上 标 取 正 ， 下 标 取 负 。 例 
如 ， 高 阶 张 量 T'! ,的 协 变 导数 为 
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Di, ,tT ,Ts 
十 下 
一 人 (5 一 43》 
由 式 (5 一 34) ，〈5 一 35) 看 出 ， 协 变 微 分 等 于 协 变 导 数 
与 坐标 微分 的 连 并 。 于 是 我 们 可 以 得 到 高 阶 张 量 协 变 微 分 的 一 般 
公式 : 
DTii, =7Tii, ldxt 
=—aTii +Tii, TDi,dr: 
tTit, Tdx:—{ii,, Tidrt : 
一 了 (5 一 44) 
从 上 面 的 分 析 得 出 ， 引 入 协 变 导数 后 ， 张 量 的 微分 在 形式 上 
与 普通 微分 一 样 。 


四 、 黎 奇 (Ricci) 定理 


黎 奇 定理 ， 度 量 张 量 的 协 变 导 妇 为 零 ， 即 
9jj =0，9 =0 (5 一 45》 
证 明 如 下 : 
由 式 《5 一 39) 并 注意 到 式 《5 一 7) ， 有 
giih=9irs— 9 1.~ 9 }, 
= gsra— {ind i 
将 式 (5 一 14) 代入 上 式 即 得 9;; = 0 。 同 理 可 以 证 明 g’i|, = 
0，91h= 0。 (证 毕 ) 。 
申 黎 奇 定理 直接 推论 得 到 
9 小 =0 (5 一 46) 
这 是 因为 g 是 由 g,; 的 名 分 量 相 胰 积 组 合 的 ， 见 式 (3 一 23) 。 
妨 外 ， 我 们 还 必须 指出 6 和 置换 张 量 E, E11 的 协 变 避 
” 数 狂 质 ， 
0i =0 (5 一 47) 
Enb=0, Ei*|=0 (5 —48) 
证 明 前 一 等 式 比较 简单 ， 由 


。144， 
oj l=6;,.+ OT i, — OiTy, 
一 0 十 和 一 人 
一 0 
等 式 《5 一 48) 不 容易 像 上 式 那 样 直接 得 到 证 明 。 但 是 ， 我 
们 知道 在 笛 卡 尔 直角 坐标 系 里 E ,六 = el 这 些 分 量 都 是 常数 ， 
所 以 有 
Eyi= 0 (7 1) 
而 在 华 卡 尔 直角 坐标 系 中 普通 导数 与 协 变 导 数 重 等 ， 所 以 上 式 可 
以 与 为 
和 ,六 站 一 - ( 5 一 49) 
在 上 面 等 式 中 用 等 号 = 代替 了 = #4 ， 表 示 等 式 对 所 有 的 坐标 系 
成 立 。 这 是 因为 它 是 一 个 四 阶 张 量 方程 ， 在 某 一 坐标 系 成 立 就 能 
够 在 一 切 容 许 变 换 的 坐标 系 成 立 。 类 似 分 析 得 到 E' | ,= 0。 
在 进行 协 变 微分 计算 时 ， 式 〈5 一 45) ~ (5 一 48) 是 非常 
有 用 的 。 特别 是 在 求 协 变 导 数 时 可 以 把 g,;， 9'/， Ei EE'' 视 
为 常量 ， 尽 管 它 们 的 分 量 是 坐标 的 遂 数 。 
这 样 ， 当 对 度量 张 量 或 置换 张 量 与 其 它 张 量 有 乘积 求 协 变 导 数 
时 总 可 以 把 它们 视 为 常量 而 提 到 微分 算 符 之 外 。 例 如 
(Vv'gi7) | =v" .941 ( 5 —50) 


五 、 协 变 导 数 的 运算 性 质 


综合 前 面 的 分 析 ， 在 进行 协 变 微分 运算 时 ， 可 遵循 下 面 的 规 
律 。 

1. 张 量 的 协 变 导数 仍 是 张 量 ， 比 原 张 量 升 高 一 阶 ， 证 明 见 
式 (?) , (1)。 

2. 诸 张 量 之 和 的 协 变 导 数 等 于 诸 张 量 的 协 变 导 数 之 和 。 例 
如 

(TS 一 TS (5 —51) 

广 蘑 榨 允 用 省 搁 代 入 湛 证 明 ，。 

3， 求 若干 个 张 晤 采 积 的 协 变 导数 的 方法 与 数学 分 析 中 求 科 


* 14D。 


积 的 普通 导数 方法 相同 。 例 如 : 
(TI™S | = 9 + TS.l (5—52) 
亦 可 用 直 授 代入 法 证 明 。 

4. 求 包 含 度量 张 最 或 置换 张 量 的 协 变 导 数 时 把 它们 当 作 党 
数 看 得 。 : 

5. 在 多 次 求 混合 协 变 仿 导数 时 ， 一 般 说 来 ， 其 结果 与 微分 
次 序 有 关 。 但 是 ， 在 欧 几 里 德 空间 里 ， 混 合 协 变 导 数 与 微分 次 序 
无 关 。 详 见 下 一 节 的 讨论 。 

必须 指 量 ， 协 变 叶 数 的 引入 只 是 驮 和 最 站 ， 非 张 量 的 协 变 
导数 是 毫 无 意义 的 。 

我 们 知道 ， 物 理学 或 力学 的 基本 关系 通常 是 由 偏 微分 方程 式 
表示 的 ， 要 把 它们 写成 在 一 切 容 许 变换 坐标 系 中 都 有 效 的 张 量 方 
程 ， 就 必须 用 协 变 导数 代替 普通 导数 。 


党 三 阁 平 且 移 动 


在 这 里 ， 我 们 来 讨论 黎 受 空间 中 四 量 的 平移 问题 ， 并 对 纹 量 
的 协 变 微分 给 以 几何 上 的 解释 。 


一 、 向 全 的 平行 移动 


首先 看 看 欧 氏 空间 的 情形 。 众 所 周知 ， 在 笠 卡 尔 直 角 坐 标 系 
| 了 移动 后 ， 其 分 量 不 变 。 沿 闭合 路 线 平移 的 结果 得 

一 个 与 原 向 量 恒 等 的 向 量 ， 即 二 者 重合 

如 果 向 量 在 曲线 举 标 ， 例 如 平面 极 坐 标 中 作 平 行 移动 ， 它 的 
分 量 将 发 生变 化 ， 但 是 并 不 难 求 出 它 在 任何 位 置 的 大 小 。 向 量 沿 
闭合 路 线 平行 移动 一 周 后 ， 疝 量 的 分 量 不 变 。 

在 欧 儿 里 德 空间 把 向 量 从 一 点 平行 的 移动 到 另 一 点 ， 其 分 量 
值 与 移动 向 量 所 经 过 的 路 径 无 关 。 

但 是 ， 在 黎 曼 空间 事情 将 变 得 非常 复杂 。 为 了 简单 ， 我 们 首 
” 先 还 是 研究 三 维 欧 氏 空间 里 的 曲面 ， 即 二 维 歼 村 空间 的 情形 。 为 
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此 ， 必 须 明 确 两 个 概念 ， 什 么 是 曲面 上 的 向 量 ? 在 曲面 上 向 量 的 
平行 移动 是 如 何 定 头 的 ? 

所 谓 曲 而 上 的 向 量 ， 就 是 在 给 点 切面 上 的 向 量 。 关 于 平行 移 
动 的 概念 ， 我 们 根据 列 维 一 齐 维 他 方 法 定义 。 

设 M 和 1/ 点 是 曲面 $ 上 无 限 接近 的 两 点 ， 现 讨论 在 M 点 的 
一 个 向 量 w， 它 的 道 变 分 量 为 ，…， 若 按照 通常 三 维 欧 氏 空间 中 平 
行 移动 的 概念 将 从 M 点 移 到 M' 点， 一 般 说 来 ， 它 已 不 在 过 MM 
的 切面 上 。 换 句 话 说 ， 它 已 不 是 曲面 上 的 向 量 。 

列 维 一 齐 维 他 定 义 曲面 上 向 量 平行 移动 的 基本 概念 是 ， 将 向 
量 必 由 M 点 平行 地 移动 到 M' 点 后 ， 再 把 它 投影 到 曲面 S 上 过 M” 
点 的 切面 内 ， 得 到 一 个 曲面 上 过 M “点 的 向 量 ， 用 记号 心 /表示 ， 
它 的 逆 变 分 量 为 2''。 定 义 v'' 是 向 量 如 从 信 点 到 相 邻 的 M” 点 的 
平行 移动 (图 5 一 3) 。 


图 5 一 3 


下 面 我 们 具体 的 求 出 v“。 为 此 ， 首 先 讨论 一 下 黎 曼 空间 和 
欧 氏 空间 的 概念 。 前 面 说 过 ， 三 维 欧 氏 空间 的 曲面 是 二 维 黎 曼 空 
加， 或 着 说 黎 受 空间 可 以 看 作 是 同 维 或 高 维 欧 氏 空间 的 子 空间 ， 
有 反 过 来 把 欧 氏 空间 作为 黎 曼 空间 的 包容 空间 。 一 般 地 ， 我 们 讨论 
m 维 欧 氏 空间 中 的 n 维 黎 曼 空间 。 今 后 用 ,表示 nw 维 欧 氏 空 间 ， 
用 太 , 表 示 + 维 笋 曼 空间 。 

今 在 m 维 欧 氏 空间 中 引用 直角 坐标 系 ， 学 标 取 为 TI，X，,，…， 
ru。 于 是 线 元 长 度 可 表 为 
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ds:= > ad (5 一 53) 


而 黎 曼 空间 的 曲线 坐标 取 为 zl 2，…，z ”， 则 对 于 此 空间 中 的 
庄 点 ， Ts To **', Xn 与 x'， TX, Z 有 一 定 的 关系 ， 用 遂 数 
表 为 


T 一 2 (ZL1 ZX2， x"), Q=1,2,.* ,7 (5—54) 


将 式 (5 一 54) 代入 〈5 一 53) 得 到 黎 曼 空间 的 基本 关系 式 


ds:=gii(T!, x ddT; ( 5—55) 
式 中 
,Oro Ox, 
gii(z!ixi, 7") = > 本 3 (5—56) 


现 过 黎 曼 空间 的 M 点 ， 在 该 点 的 送 变 向 量 "' 方 向 作 短程 线 。 
当 沿 短 程 线 移动 时 坐标 的 微小 增 量 为 dz'， 而 向 量 一 75 称 为 短 
程 线 上 的 单位 切线 向 量 ， 因 为 根据 公式 (5 一 55) 有 


gi 1 (5—57) 
显然 ， 过 MM 点 的 向 量 0' 与 -< 一 成 正比 ， 即 
z Qi 
V! = Uj- ( 5 一 58) 
由 式 (5 一 57) 和 (5 一 58) ， 有 
v= giiv'v! ( 5 —59) 


显然 ， 式 中 的 是 回 景 区 的 长 度 。 
各 在 由 维 欧 氏 空 间 考 察 过 好 扩 的 问 量 w， 它 在 坐标 轴 上 的 投 
dx 


VU, 二 V3 


六 


< 0=1,2,., (5—60) 
这 里 dz 为 坐标 ze 的 增 量 。 由 式 〈5 一 54) 有 


dz 一 一 dx: (5 --61) 
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将 该 式 除 以 ds 后 代入 式 “5 一 60) 得 
Ox, dx 


a or ds 


U 


利用 式 (5 一 58) 则 得 
VU, 一 0 Uv’ ( 5 一 62) 

上 面 的 分 析 指 出 ， 在 黎 曼 空间 ,中 的 任何 逆 变 疝 量 都 可 以 
几何 地 在 包容 它 的 欧 氏 空间 EE, 中 表示 。 必 须 注意 的 是 ， 因 为 7 < 
m， 从 式 《5 一 62) 的 m 个 方程 中 解 + 个 未 知 数 并 不 是 总 能 做 得 
到 的 ， 所 以 前 面 的 结论 反 过 来 不 一 定 成 立 。 也 就 是 说 ， 上 ,中 的 
任意 一 个 向量 不 一 定 能 在 R, 中 表示 。 最 简单 的 情形 是 n= 二 2，m 
= 3 ， 为 三 维 空间 中 的 曲面 。 很 明星， 曲面 上 的 任何 一 个 向 量 都 
能 在 中 :中 表示 ， 耐 达 : 中 的 向 量 只 有 在 曲面 过 好 点 切 面 上 的 四 量 
才能 在 不 ,中 表示 。 

现在 我 们 回 过 头 来 继续 研究 向 量 在 曲面 上 的 移动 问题 。 根 据 
列 维 一 齐 维 他 的 定义 计算 如 “点 的 向 量 v''。 由 图 5 一 3 ， 利 用 让 
观 的 几何 推导 ， 显 然 ，w = M'N 在 R, 空间 MM' 点 切面 上 的 投影 
向 量 v’ 二 M’N ?是 使 距离 V'N 为 最 小 的 向 量 。 向量 和 NN 在 E， 
空间 的 分 量 为 


vo/~v,=( 5 ) Ui 一 5 Uv (a) 
在 这 里 扳 ' 表 示 该 量 在 M ' 取 值 。 引 用 记号 
NU 一刀 人 一 全 (by 


义 因 


orz。\ 0x, Ox, 
( QTi ) or + 3 dT 
于 征 ， 春 只 取 一 阶 小 基 ， 式 (a) 恋 为 


OX Or, 
六 一 a i 一 -一 ~ 一 一 一 了 
UL 一 3 GU’ 十 3 dx 


所 以 


(v' -v= >( 3 B01 + od ) 9， 
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(c) 对 所 有 GDU (7 一 1， 2 "yg 7 ) 取 导 数 为 零 ， 结果 得 
到 1 个 等 式 
< Ox, GZ。 ， 0x, 
之 (5 和 Sv tnd "dr ) = 0 
六 一 1，2，… 7 
于 是 ， 我 们 看 到 ， 当 向 量 v 平行 移动 时 ， 其 分 量 得 到 一 增 量 
7 ， 并 由 下 面 等 式 决定 : 


dv: 0x, _ Oo id rx! 、 rs _ Or 
” OX! Bx” YU Br" Ordr = 0 
m1 要] 
(d) 
由 公式 《5 一 56) 有 
- ep OX, 
B17 dr ~ 91 : (e) 


同时 ， 若 将 式 Cm》 轮换 下 标 字 母后 代入 式 (5 一 15′ ) ， 不 难 
证 明 


m 


0x, Or。 
3 Cf) 


+ 


将 式 《e)，(f) 代入 式 (dy ， 得 
9ir6U 十 (ruUidz 一 0 (9) 
两 边 乘 以 g 注意 到 g,,g''=6:， og" ,= ,, 并 将 指标 1， 
Ov'+I vdri= 0 《5 一 63) 
该 式 表 示 ， 在 无 限 接 近 的 两 点 上 ， 相 辣 两 向 量 的 道 变 分 量 的 差 
6v' 与 向 量 本 身 和 坐标 微分 满足 一 个 确定 的 关系 。 由 式 (5 一 
63) 求 得 
01 二 一 人 0 qd2l ( 5 一 637) 
于 是 要 辟 的 疝 量 v: 和 平行 移动 至 无限 铝 近 光 总 M' 后 ， 变 为 


Vv iv Sovi=1 i,vrdri (5—64) 
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从 式 (5 一 63’) 看 到 , 6u 完 全 是 用 人 ,空间 中 的 量 表 示 的 ， 
它 与 黎 曼 空间 是 如 何 包含 在 欧 氏 室 间 无 关 。 这 就 是 说 ， 向 量 向 无 
限 接近 的 一 点 平行 移动 的 过 程 是 黎 曼 空间 的 内 药性 质 。 

特别 应 当 指出 的 是 ， 一 般 说 来 ， 向 量 从 歼 曼 空 间 R， 中 的 一 
点 朵 到 与 该 点 距离 为 有 限 长 的 另 一 点 尸 的 平行 移动 ， 与 所 经 过 的 
路 线 有 关 。 因 此 ， 求 已 点 的 逆 变 向 量 须 对 式 (5 一 63) 作 路 线 积 
分 。 : 

向 量 在 二 维 曲面 上 沿 某 给 定 曲 线 工 的 平行 移动 ， 还 可 以 直观 
的 加 以 说 明 。 如 这 个 曲面 是 可 展 的 ， 可 先 将 其 展 为 平面 ， 并 使 向 
量 在 平面 上 作 平 行 移动 ， 然 后 再 卷 成 原来 的 曲面 ， 这 样 就 得 到 了 
平行 移动 后 的 向 量 。 若 曲面 是 不 可 展 的 ， 首 先 要 选择 平行 移动 的 
路 线 ， 然 后 作 路 线 各 点 的 切 平面 ， 这 些 切 平面 的 包 络 是 一 个 可 展 
曲面 ， 将 其 展开 后 将 向 量 平移 ， 最 后 再 卷 成 原则 面 。 如 果 平 移 所 
经 历 的 曲线 恰好 是 短程 线 、 则 展 成 平面 后 ， 短 程 线 就 变 成 了 直 
号 

前 面 说 过 ， 从 一 点 向 另 一 点 
沿 不 同 路 线 平移 向 量 得 到 不 间 的 
结果 。 换 甸 话 说 ， 在 RR, 空间 沿 “ 
闭合 路 线 平行 移动 向 量 的 结果 ， 
一 般 说 来 并 得 不 出 原来 的 向 量 。 
如 图 5 一 4， 在 球面 上 由 短程 线 
构成 一 球面 三 角形 ， 从 问 量 人 AA 开 
始 平行 移动 ， 经 召 ，C 回 到 原来 
位 置 变 为 D， 很 明显 A 与 D 是 不 
相同 的 。 


二 、 协 变 微分 的 几何 意义 

设计 和 M' 是 禾 曼 空间 RR, 中 无 限 接近 的 两 点 ， 其 坐标 分 别 为 
= 和 zx + dz'， 在 人 点 有 一 北 变 疝 量 v1， 它 在 M' 点 的 分 量 用 v1 
dvi 表示 ， 很 明显 


° lol。 


Ov 
dv (=S2 dz Ch) 


如 果 和 在 向 量 分 析 中 一 样 来 定义 向 量 0: 的 导数 ， 即 首 先 将 v' 
由 MM 平行 的 移动 到 M'， 得 到 同一 向 量 在 两 点 的 差 ， 就 是 前 边 的 
公式 〈5 一 63/) 。 而 平移 到 M 后 ， 具 有 分 量 为 式 (5 一 64)， 
盎 

vi Svi=v i— TT i,vtdzx! 
于 是 ， 门 最 ”由 局 /4 (7 ) 移 到 与 其 无 限 接近 的 邻居 4 《2 +dr’) 
的 几何 增 量 为 
(0 十 QiD 一 (全 6GU 人 一 QU 一 SU 


-(S5 + lv dz ( 5 一 65) 


由 式 《5 一 22) 知 ， 上 式 右 边 圆 括号 里 的 量 不 是 别 的 ， 就 是 逆 变 
问 量 v' 的 协 变 导 数 。 这 样 ， 上 式 就 可 以 写 为 
dvi— uv'=vildri (5 一 66) 
对 比 式 〈5 一 34) ， 有 
dvi—6vi=Dv'=v' |dz! (5—67) 


即 ， 协 变 微分 Dv' 就 是 v' 的 几何 增 量 dv' ~ 6v1 

由 此 也 可 以 看 出 ， 协 变 微分 或 协 变 导数 为 零 的 几何 意义 就 是 
问 量 的 平行 移动 。 因 为 ， 这 时 dv' 一 6v'= 0 ， 由 式 (5 一 65) ， 
代入 dv'= 6v,， 又 得 到 平行 移动 公式 ( 5 一 63’)。 

现在 不 难 求 出 协 变 向 量 v, 的 平行 移动 公式 。 由 前 面 分 析 ， 当 
把 问 量 v' 在 微小 邻 域内 平行 移动 时 ， 就 是 在 MM 点 的 任何 方向 使 
au 一 Gu 上 ， 即 


Uv! j= 二 0 
Gav > RN 


UV | 上 
Eu :和 代 以 569,， 
jr ( 5 一 68) 


。 TD2 。 


三 、 平 行 移动 的 性 质 
1. 两 向 量 w' 和 v' 的 点 积 在 平行 移动 时 不 变 。 
我 们 蚀 道 ， 两 占 量 的 点 积 定 义 为 
UivV, UV guivVi= giiu,v; 
出 式 (5 一 63’) ,，(5 一 -68) 有 
OUiv,)=0.0u + uv. 
=— uv Tidrituiv Tl dri 
=— uv TT idrituvu,T idri 
一 0 
2. 问 量 的 长 度 在 平行 移动 时 不 变 。 
由 式 (5 一 38) ， 问 量 v' 的 长 度 为 
VIV,= 0.ViV!I= giv,v, 
根据 性 质 1 ， 显 然 0'v ,不 变 。 
3.， 两 向 量 平 行 移动 时 ， 上 其 间 的 夹 角 不 变 。 
因为 uw' 与 v' 的 夹 角 由 式 (3 --16) 本 表 为 


同样 可 根据 性 质 ( 1 ) 推论 得 出 cos 6 不 变 。 
(4 》 向 量 在 短程 线 上 移动 时 的 性 质 。 


‘dri 
设 一 短程 线 工 经 过 点。 用 5' 一 -一 表示 与 短程 线 相 切 的 一 
向 量 ， 因 为 


dzr' deri 
gus's'=grgr gs =1 


] dri dE: diri 
所 以 #' 是 短程 线 的 单位 切 向 向 量 。 由 6' = 有 9 一 幼 生 及 


dx' 二 5ids， 于 是 短程 线 方 程式 《5 一 19”〉 变 为 

QT iéer*dri=0 z 
将 该 式 与 式 〈5 一 63) 比较 得 出 结论 ， 将 单位 回 量 漆 短 程 线 平 行 
移动 时 ，65' 二 dE'， 即 当 沿 短 程 线 工 自 一 点 内 平行 移动 到 力 一 
点 PP 时 ， 在 MM 点 与 短程 线 工棚 切 的 一 单位 向 量 6'， 在 移 到 PP 太后 
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仍 是 单位 向 量 ， 并 且 与 同一 得 程 线 相 切 。 


第 四 节 内 药 导 数 与 实质 导数 


假设 一 ”1 ) 是 域内 的 直线 ， + 是 一 参数 ， 丰 (wx) 为 开 
内 的 一 个 向 量 场 。 车 (xX) 可 微 ， 则 有 


dv _ dr 

dt ~ ow dt 
将 式 (5 一 25) 第 一 式 代 入 ， 得 

dv : 

dat 一 全 1.E， 0 ( 5 —69) 
引用 记号 

一 三 = 人 2 ( 5 一 707) 
则 式 〈5 一 69) 可 以 写 为 

dw Sv _ 


我 们 把 式 中 的 令 六 各 为 浊 变 商量! 对 + 的 内 引导 妆 。 由 式 (5 一 
0》 看 由 ， 的 内 于 导 涩 等 的 协 变 导 与 < 的 肉 积 。 利 有 


式 (5 一 22) ， 久 还 可 以 写 为 


Qu CN 
+ ( 5 —72) 
同样 定义 
,dv, dx* 
和 一 7 一 UL i 7 (5 一 73) 
类 似 地 可 以 定义 高 阶 张 量 的 内 蔓 导 数 ， 例 如 
ST 小 Qt 
Gt Sr J | dat 
dP 


i dzr* dr* , 
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利用 式 (5 一 29) ， 对 标量 函数 J 有 
Cd O dr! dy 
3 $l. CL a ‘5 78) 


另外 ， 由 式 (5 一 55〉 直 接 得 到 
1 = 0, “sr =0 《5 一 76) 
所 以 ， 度 量 张 量 可 以 从 内 将 微分 记号 提出 。 
如 果 向 量 v* (或 v,) 治 某 曲线 平行 5 移动 ， 则 沿 该 曲线 的 内 获 


导数 为 零 ， 则 它 沿 该 曲线 作 平 行 移动 。 
假如 闯 量 多 也 和 + 的 显 式 相关 ， 即 


UV=VW(X,1) 
于 是 有 | 
dv Ou ov dx! 
dt ao or dt 
Ov! ~ dr: 
引用 记号 
Dv Ov ,drs 
Dr ar 1+? Pr (5 一 78) 


并 称 为 逆 变 间 量 凡 的 实质 导数 〈 或 物质 导数 )。 这 时 式 (5 一 77) 
变 为 


d 1 
Tg ( 5 —77) 
类 似 地 可 以 定义 
Dvu,: 92， 
Dr = -57 十 也; RE (5 —79) 


上 边 的 定义 还 可 以 推广 到 高 阶 张 量 。 例 如 ， 若 7' 二 Ti (x,1)， 
则 有 

DTi, 07 ,1 dx of ', G7 

Dr ~ or + {ls = Sr St (5 一 80) 

上 边 各 式 中 ， 对 上 求 信 导 数 时 保持 坐标 不 变 ， 对 储 标 可 协 灾 
导数 时 保持 上 不 变 。 | 


* lo * 


对 于 度量 张 景 ， 因 为 它 与 + 无 显 式 关 系 ， 有 所 以 


Dg _ Do _ 


第 五 条 ” 黎 受 ~ 元 里 斯 托 夫 
(Riemann 一 Christoffel) 求 量 


在 普通 微 积 分 学 里 已 经 证 明 ， 在 很 一 般 的 情况 下 ， 混 合 偏 导 
数 的 次 序 是 可 以 交换 的 ， 例 如 
Op 009 
0zloz” Ox*Ox! 
现在 的 问题 是 ， 在 张 量 分 析 里 ， 张 量 的 混合 协 变 偏 导数 是 否 
也 可 以 交换 次 序 ? 在 上 一 节 已 经 指出 其 结果 ， 这 里 将 给 出 具体 分 
析 。 
下 面 我 们 来 研究 首 变 问 晤 0* 对 x ，z 的 混合 协 变 偏 导数 与 微 
分 次 序 先 后 的 关系 问题 。 由 式 〈5 一 22〉wv* 对 x" 的 协 变 偏 导数 为 
中 一 ( a) 
按 同 样 的 规则 ， 将 二 阶 张 量 v* "再 对 xz 求 协 变 偏 导 数 ， 即 得 到 v* 
的 二 次 协 变 侦 也 数 ， 记 
| 一 | (56) 
则 有 
v= (Vn of) ,= (vt, + oT ),, 
+ (vi to Ta Tm (vito TT (5—82) 


改变 上 述 协 变 偏 导数 的 次 序 ， 可 由 对 换 上 式 m，7 的 指标 得 到 


ve ls = (Vn vo Ta) | 
一 (U oT) +t (Vi, + vo TH) Ts, 
eT" ( 5 一 83) 
注意 到 厂 二 矿 ;,，v*%n 三 Vsmn， 相 减 两 式 得 
DL A 
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toi Te; + oT i svi; 
— yl hl ts; / 
—v' (TS — Tt Ti Ts;— I nT;) 
(c) 
引用 记号 
Risny*:*=T ,Tt Ti Ts Thr; (5——84) 
则 有 
Us 一 Un (5 一 85》 
在 上 面 等 式 的 左边 是 三 阶 张 量 ，v' 是 向 量 ， 根 据 商 法 则 ，A 全 2 和 
必 是 一 个 四 阶 张 量 ， 称 为 黎 曼 一 克 里 斯 托 夫 张 量 ,， 亦 称 曲 率 张 
量 。 这 是 因为 曲面 与 平面 的 基本 区 别 是 曲面 的 曲率 ， 而 曲率 是 由 
笋 曼 一 克 里 斯 托 夫 张 量 的 协 变 分 量 描述 的 。 
如 果 从 协 变 向 量 出 发 ， 重 复 前 面 的 推 沽 可 得 
: U | 一 全 | 一 一 U8 有 (5 一 86) 
由 式 〈5 一 84) 可 求 得 
Rants= ga, Re; = 9 (TT soma—T aint Ta mi~— nl «i) 
Cd) 
变化 等 式 右 端 前 两 项 并 利用 式 (5 一 14〉 有 
Gur nim—d ni,,) 
(gsr i) ,nm — (Orr Hi) sn— Gprml ni arnf mi 
一 太一 天 一 (二 
十 (六 + ,Fs (e) 
将 式 〈e) 代入 (qd) 后 稍 加 约 简 即 得 
及. 一 人 一 (5 一 87) 
利用 式 (5 一 15') 和 (5 一 7 ) ， 上 式 还 可 写 为 “ 


WA 
上 9 gna O° gal O* gx _0 gn _ 
so 二 了 (和 ~ Or"Ox* Ox'"0r! + 和 
十 9 (yy 一 ( 5 一 88) 


| | 
Knnik— DH (nm — Onimh™ Omhksnt! + gnink) 
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+g (人 (5 —88’) 

进一步 可 以 用 前 面 的 方法 推导 出 高 阶 张 量 混 合 协 变 偏 导 数 由 
于 交换 微分 次 序 引 起 的 差 ， 它 也 取决 于 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 量 。 例 
如 ， 对 二 阶 混 变 张 量 有 

7 (5 一 89) 

式 (5 一 85) ， (5 一 86) ，〈5 一 89) 给 出 了 计算 一 阶 张 
量 和 二 阶 混 变 张 量 的 混合 协 变 偏 导数 由 于 改变 微分 次 序 所 产生 的 
盖 的 公式 ， 它 们 也 都 是 张 量 。 从 这 些 公 式 可 以 得 到 一 个 很 重要 的 
结论 : 

当 且 仅 当 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 量 为 零 时 ， 张 量 的 混合 协 变 偏 
导数 与 微分 的 次 序 无 关 。 否 则 与 微分 次 序 有 关 ， 并 取决 于 黎 曼 - 
克 里 斯 托 夫 张 量 。 

由 式 (5 一 84) 、(〈5 一 88) 可 以 计算 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 
量 。 虽 然 它 是 由 张 量 的 混合 协 变 偏 导数 引导 出 来 的 ， 但 是 与 原 张 
量 毫 无 关系 ， 完 全 由 度量 张 量 及 其 一 阶 和 二 阶 偏 导数 确定 。 也 就 
是 说 ， 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 量 完全 取决 于 空间 的 度量 性 质 。 

按照 黎 曼 的 定义 ， 两 坐标 点 z' 与 环 二 dz 之 间 的 线 元 ds 的 一 
般 形 式 由 如 下 二 次 型 给 出 〈 见 第 二 章 ) : 

ds’*= gdx'dzx! (5 —90) 
若 g;; 是 zx' 的 沙 数 ， 回 g11 = 二 91: (对 称 )，@@det lg;y| 0 (|g,il 
不 降 秩 ) ， 则 该 空间 称 为 黎 曼 空间 ，+ 维 黎 曼 空间 记 为 下 ,。 度量 
张 量 给 出 了 空间 的 线 元 长 度 和 夹 角 ， 即 确定 了 空间 的 基本 度量 。 

如 果 在 式 〈5 一 90》 所 确定 的 度量 中 ， 度 量 张 量 再 加 一 个 正 
定性 条 件 ， 亦 即 若 9, 是 正定 对 称 的 张 量 ， 这 个 空间 就 称 为 欧 几 
里 德 空 间 〈 和 简称 欧 氏 空间 ) ，+ 维 欧 氏 空间 记 为 已,, 三 维 则 记 为 
下 :。 根 据 定 义 ， 欧 氏 空 间 的 基本 特征 是 ， 在 各 种 普遍 存在 的 则 
线 坐 标 系 中 有 一 个 负 卡 尔 直角 化 标 系 ， 使 由 式 《 5 一 90) 表示 的 
ds" 公式 简化 为 坐标 微分 的 平方 和 形式 

ds:~dx’*++dy:+dz’ (5 一 91) 
即 存 在 欧 几 里 德 度量 
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| 1， 当 i 二 了 
| 0， 当 了 天 1 
从 定义 看 ， 欧 氏 空 间 可 以 看 作 是 黎 曼 空间 的 特殊 情形 。 但 是 ， 在 
任意 的 黎 曼 空 间 中 ， 一 般 说 来 ， 不 存在 式 〈5 一 92》 的 欧 几 里 德 
度量 形式 。 
”由 于 在 笛 卡 尔 直角 坐标 系 中 度量 张 景 为 常数 ， 所 以 黎 曼 - 克 
里 斯 托 夫 张 量 为 零 。 但 是 ， 我 们 早 就 指出 过 ， 张 量 在 一 个 坐标 系 
中 为 零 ， 则 在 其 它 一 切 坐 标 系 中 都 等 于 零 〈 见 第 二 章 ) 。 
于 是 ， 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 量 为 零 是 欧 氏 空间 存在 的 必要 条 
- 件 。 不 加 证 明 指 出 ， 它 也 是 充分 条 件 。 
这 样 就 得 到 进一步 的 结论 ， 在 欧 几 里 德 空间 ， 黎 曼 - 克 里 斯 
托 夫 张 量 为 零 ， 因 此 向 量 或 张 量 的 混合 协 变 偏 导数 与 微分 次 序 无 
关 。 
反之 ， 在 非 欧 几 里 德 空间 ， 黎 曼 -~ 克 里 斯 托 夫 张 量 不 为 零 ， 
混合 协 变 偏 导数 与 微分 次 序 有 关 。 
三 维 欧 氏 空间 中 的 曲面 是 二 维 黎 曼 空 间 。 推 广 这 一 概念 ， 可 
以 把 4 维 黎 曼 空 间 R, 看 作 是 mm 维 欧 氏 空 间 E,(m 宇 1 ) 的 子 空间 。 
进一步 的 讨论 指出 ， 一 般 n 二 三 n(n+1) ， 就 是 说 " 维 黎 曼 空间 


可 以 放 入 也 n(n+1) 继 欧 几 里 德 空间 中 。 例 如 ， 及 。 可 以 放 入 瑟 。 
中 ，Rs 可 以 放 入 Eo 中 等 等 。 

下 面 ， 我 们 考察 黎 曼 空间 中 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 量 的 性 质 。 

1， 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 量 关于 前 两 个 指标 如 ，mm 反 对 称 


(5 一 92) 


中 


站 一 (5 一 93) 

Rinis= ~— Rnis (5 一 94) 
或 写 为 

人 yy 一 0 (5 一 937) 

Ron= 0 (5 一 94 7 


2. 协 变 张 量 R,,1s 关 于 后 两 个 指标 ! 、k 反对 称 ， 即 


*。 159 ， 
Ronis= — ana ( 5 —95) 
或 写 为 
人 一 0 (5 一 95′ ) 
3. 协 变 张 量 R,,,; 的 前 一 对 指标 与 后 一 对 指标 对 称 ， 即 
Rss = Pin (5 —96) 


以 上 三 条 性 质 可 直接 由 式 (5 一 84) 、 (5 一 88) 验证 。 
4， 循环 置换 式 (5 一 84) 、(〈5 一 88) 的 前 三 个 下 标 ， 然 
后 相册 得 


Rinitt+ Raiitt+ Riias= 0 (5 一 97) 

太 Rist Rooms t Risms= 0 (5 一 98) 
或 写 为 z 

Rrimni1 = 0 (5 一 97 ) 

有 cnix 一 0 (5 —-98’)» 


式 (5 一 97) 或 (5 一 98) 黎 为 黎 栖 恒等式 。 
5， 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 量 独立 分 量 的 个 数 为 


l 
RTon 《1 一 二) | 《5 一 99) 


式 中 4 是 空间 的 维 数 。 上 式 可 根据 前 四 条 性质 得 出 。 
设 只 有 两 个 不 同 指标 ， 例 如 1 和 和 2。 独立 分 量 只 有 一 个 ， 因 
为 R15,15， R21 [oi1219 k,l, 或 相等 或 反 号 ， 其 余 均 为 零 。 所 
以 ” 维 空间 中 ， 只 有 了 两 个 不 同 指标 时 独立 分 量 的 个 数 为 名 
Cael Cf) 
若 有 三 个 不 同 标 ， 例 如 1，2， 3 。 不 难 验证 ， 只 有 三 个 独 
立 分量 RR,,,;， RPR,» R ,13,, 其 余 的 或 为 零 或 等 于 这 三 个 分 量 或 
与 之 反 号 。 客 1 维 空间 中 三 个 不 同 指标 时 独立 分 量 的 个 数 为 
C3o3 (9) 
若 有 四 个 不 同 指 标 ， 例 如 1，2，3， 4 。 取代 i12604 ,RRs14， : 
4 心 sis4， 根 据 前 面 所 叙 上 ,的 性 质 ， 所 有 其 它 具 有 1 ，2。，3， 


宰 ) C7 表示 从 nn 里 取 m 的 组 合 。 
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4 指标 的 分 量 都 可 用 它们 表示 。 但 是 ， 根 据 黎 奇人 恒 等 式 〈《5 一 
98) ， 上 面 的 三 个 分 量 只 有 两 个 是 独立 的 。 所 以 ， + 维 空间 具有 
四 个 不 同 指标 时 独立 分 量 的 个 数 为 
C4.9 : (hh) 
所 以 ， 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 量 独立 分 量 的 个 数 为 式 《f)， 
(9)， (Ah) 之 和 ， 即 
Nr=C21+C.3+Ct.2 


_ n(n—1) n(n—m]1) (nC—2) 
a lt 
CI 一 IC 一 2) (一 3) 0- n*(n”— 1) 
1.2.3.4 12 


为 外 ， 还 很 容易 求 得 度量 张 量 9,; 和 克 里 斯 托 夫 符号 的 独立 


分 量 个 数 分 别 为 
Ns=5n(n 二 1]) (5 —100) 
Nr=T nent1) (5 —101) 


根据 式 《5 一 99) 一 (5 一 101) 可 列 一 独立 分 量 个 数 与 空间 
维 数 关 系 的 简 表 如 下 ， / 


5 | 15 75 50 / 
最 后 ， 介 绍 几 个 可 由 ,ms 得 到 的 在 物理 、 力 学 或 几何 上 都 
很 有 用 的 张 量 。 : 
阁下 核 相 标 &， 继 其 得 : 
必 , ,二 怀 »n1”《 歼 奇 张 量 》 ( 5 —102) 
很 容易 证 实 ， 黎 曼 空 间 的 黎 奇 张 量 是 对 称 张 量 。 因 为 Asni 一 


。 lol 。 


94 Ai 所 以 上 式 又 可 表 为 
人 一 9 人 (5 一 103) 
而 有 全。 一 及 oo 故 有 z 
R= 9 Pinm= 9 him = Ri 
将 上 进一步 缩 并 ， 得 
R= Rs 一 9” 及。 (曲率 标量 ) (5 一 104) 
有 时 亦 用 下 面 的 式 子 : 


上 “一 


££ . 
n(nom1) 
由 ti 入 还 可 以 组 成 一 新 张 量 


G。= Rs 一 于 Row， ( 爱 因 斯 坦 - 黎 奇 张 量 ) (5 一 106) 


例题 ” 试 确定 二 维 黎 曼 空间 曲率 标量 与 曲率 张 量 的 关系 。 并 
就 三 维 欧 氏 空间 半径 为 a 的 球面 求 出 RR。 
在 欧 氏 空间 取 秆 卡尔 直角 坐标 系 有 
入 十 扩 十 2 一 G (a’) 
到 球 坐标 7 ，0，2 见 图 2 一 10， 则 球面 上 一 点 的 位 置 可 由 两 个 
坐标 参数 0， op 确定 ， 时 


(5 一 105) 


ri=9, X=0 (6b’) 
使 球面 构成 二 维 黎 曼 空间 。 
因为 二 维 黎 受 空间 里 ， 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 量 只 有 一 个 独立 
分 量 R1s1,， 其 余 或 与 之 相等 或 与 之 相反 ， 或 为 零 。 运算 后 得 到 
2R 1,12 


R= gy (c’) 
式 中 ， 9=det(g,;)。 式 
到 一 i : Cd’) 


称 为 二 维 黎 曼 空间 的 高 斯 曲率 。 
由 式 (a’) ， 很 明显 ， 线 元 长 度 的 平方 为 
ds:=a’:(d9p’+ cos:9d0°’) 
=a(dx')’+ a’cos: (x') (dr*)’ (e’) 
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所 以 ， 度 量 张 量 的 分 量 为 


gl 一 0 ，9i2 一 9 一 0， gz 一 G2COS (7X!) (三 ) 

1 1 
及 9 " =F 9 一 9 一 0， 9 = 008 ey (9 ) 
而 g= aCOS’ (zx!) (h’y 


克 里 斯 托 夫 符号 由 式 〈5 一 15’〉 计 算 ， 得 
Ti = = 7 1 = 1 ,222= 0 


(1 ) 
T= —T a = 一 ?sin (27x!) 
将 式 (f') ， (g') ， (i?) 代入 式 (5 一 88) ， 得 

Ri, =a’cos* (2 ) (1) 

于 是 ， 由 式 (c’) 有 
2A 2 7 
不 三 一 一 二 一 (k’) 

而 高 斯 曲率 为 
isi a 

KK = g oa? : ( 


第 六 节 ” 张 量 场 。 梯 度 、 散 度 和 旋 度 。 积 分 定理 


一 、 梯 度 、 散 度 和 旋 度 的 表示 。V* 算 子 


在 附录 中 定义 了 梯度 、 散 度 和 旋 度 ， 现 按 不 同方 式 分 别 表示 
于 后 。 
1 ， 篇 卡尔 直角 坐标 系 中 的 表达 式 


0g ad ;08 


gradg=— 1 二 一 一 一 01 了 十 > 《5 一 107) 
Ov OV, 0v, 
div%w 一 一 一 3 一 十 By 十 -> 《5 一 108》 


oto 各- 各) (各 -和 车) 
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Ov, OU， 
+ 一 ) (5 一 109) 
2. 不 变性 表达 式 
grad 一 Vd (5 一 1107 
div = .0 (5 一 111) 
rot vw =y x (5 一 112》 


3. 张 量 形式 的 表达 式 
梯度 。 注 意 到 标量 函数 5 对 坐标 的 导数 可 以 写 为 


00 
Or! 一 由，， 
由 式 〈5 一 29) 知 ， 标 量 的 普通 导数 等 于 它 的 协 变 导数 ， 即 
中 一 六 | 
所 以 ， 梯 度 表达 式 (5 一 107) 可 以 写 为 
grad $=¢ |,g! (5 —113) 
或 (grad.g) ,=04 |, (5 一 114) 
实际 上 也 可 以 直接 由 式 (5 一 113) 来 定义 梯度 ， 即 对 标量 
求 协 变 导 数 所 得 到 的 向 量 称 为 梯度 。 


当 标量 场 5(z) 从 x! 变 到 x! +dz! 时 ，d 的 增 量 为 
dg = 四 ax 一 bdz = (grad $) .dx (5 —115) 

该 式 指出 ， 标 量 场 的 变化 率 是 由 梯度 向 量 来 度量 的 ，$ 沿 dx 方向 
的 变化 率 就 等 于 梯度 癌 量 在 该 方 回 的 投影 ， 显 然 当 dx 与 grad 4 
一 致 时 dd 最 大 ， 即 grad 4 的 方 回 指 加 标量 场 4 变 化 最 大 的 方向 。 

散 度 。 在 什 卡 尔 直 角 坐 标 系 ， 散 度 公式 〈5 一 108) 还 可 以 
写 为 Liv 二 v1,;:， 为 了 把 散 度 公式 写成 任何 坐标 系 都 成 立 的 张 量 
形式 ， 用 协 变 导数 v'|, 代 替 普 通 导 数 v',;,， 得 


div VD=v!' |, (5 —116) 
如 果 用 协 变 向 量 ， 散 度 还 可 以 写 为 
divw=v, | (5 一 117) 


或 者 将 上 二 式 记 为 
div v=wvw’|, (5 —116’) 
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及 div vs =v, | (5 —117’) 
实际 上 也 可 以 直接 由 式 《5 一 116) 或 (5 一 117〉 来 定义 散 
度 ， 芭 把 向 量 的 协 变 导 数 v |，( 是 二 阶 张 量 ) 缩 并 所 得 到 的 不 变 
量 v' |, 作 为 向 量 散 度 的 定义 。 
注意 到 式 (5 一 22) ， (5 一 24) 和 (5 一 28) ， 上 二 式 可 
以 写 为 
divv*=v |,=v',,+v" i, (5 一 118) 
及 div 由 一 0 一 Di |g9 = gi(0;,1— VT?) (5—119) 
利用 本 章 第 一 节 例 题 5 的 式 (ff ’) ， 散 度 公 式 (5 一 118) 
还 可 以 写 为 加 
div or=0', +"! Se + C 
= U OV g 
V9 oz 
法 了 通常 的 和 分 关 风 上 式 表 为 
diy v= (90) ( 5 —120) 
很 明显 ， 在 笛 卡 尔 直 角 坐 标 系 Y 9 = 1， 上 式 变 为 常见 的 形式 。 


旋 度 。 用 e, 表 示 相 互 正 交 的 单位 基 疝 量 ， 旋 度 表 达 式 (5 一 
109) 可 以 表 为 : 


Ox 
QV, 123 ,0v p213 
+ ($e + 5 )e 
在 币 卡 尔 直角 坐标 系 中 ，e, 二 8;,，e'* 三 E11 因此， 上 式 可 以 
一 般 地 写 为 : 
rot z) 一 (5: 3 231 十 5 只 CE 321 )g 


Ov 321 Qu 132 
+ (SA e+ te )s: 


OU 


9 2 128 213 
+ (Sie + € )s 
再 将 上 式 中 的 普通 导数 代 以 协 变 导 数 ， 便 得 到 
rot Orot v,=v; |,E gE 《5 —121) 
或 rot w=—=rot vi=vui Cg (5 一 122) 
如 置 fot 只 一 Q， 旋 度 疝 量 的 分 量 表 为 
一 | 《5 一 123) 
人 2 一 本 (5 一 124) 


事实 上 也 可 以 直接 从 最 后 这 两 个 公式 来 定义 旋 度 。 我们 知 
道 ， 向 量 的 协 变 导数 v; |; 是 二 阶 张 量 ，v |; 是 与 7; ;反对 称 
部 分 联系 的 向 量 。 所 以 ， 与 向 量 v; 协 变 导 数 v; 1; 反 对 称 部 分 相 联 
系 的 向 量 v; 1 6 '*， 称 为 原 向 量 v; 的 旋 度 。 
也 把 反对 称 张 量 
Qi1i=v;|:—v,|; 《5 一 125) 
定义 为 向 量 必 的 旋 度 。 而 
OU 一 CU 一 UL 一 人 UV] 
Vj, Vi,i ( 5 一 126) 
亦 即 旋 度 分 量 2， 与 空间 度量 无 关 。 因此 ， 式 〈5 一 125) 可 以 
写 为 


全 一 人 (5 一 127) 
而 式 (5 一 123) 的 三 个 分 量 为 
1 Ov _ 9v， 
0' yi ) 
1 Jy3v O 
0 Vo i) (5 12 


a 9v, 9u， 
9 75 5) 

为 了 对 旋 度 的 力学 意义 有 个 初步 了 解 ， 我 们 考察 刚体 作 微小 
转动 时 的 位 移 。 设 在 直角 坐标 系统 三 个 坐标 轴 的 转角 分 别 为 ou 
0,，，Q@s。 则 由 弹性 力学 知 , 这 时 产生 的 位 移 为 


6D。 


J 
Ws = Oarl— Wr’ (5 一 129》 - 
Ws=— Or! rx? 
或 写 为 向 量 式 
J 《5 —129’) 


式 中 ，@ 是 转动 向量 ，r 是 位 置 向 量 ， 表 为 

四 一 Cie 二 OOe 十 ses 
及 r=Xxie, 二 xe,+ xes 
现在 求 位 移 向 量 4 的 旋 度 ， 注 意 到 此 时 V9=1， 将 式 (5 一 - 
129) 代入 (5 一 128)〉 ， 得 Q!=2@,，07=2@,，0: 一 2@ 或 

0Q'=20%, (5 一 130) 

即 ， 刚 体 绕 固定 点 做 微 转动 时 ， 其 上 一 后 位 移 铅 量 的 旋 度 等 于 转 
动 问 量 的 二 倍 。 

综 上 所 述 ， 我 们 得 到 了 普遍 适用 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 的 张 量 
表达 式 ， 出 此 可 以 得 到 欧 氏 空间 中 任何 曲线 党 标 系 里 的 具体 形 
式 ， 详 见 后 面 的 例题 。 这 里 再 讨论 一 个 力学 中 经 常 遇 到 的 算 子 一 
拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 V 的 张 量 形 式 。 

拉 普 拉 斯 算 子 可 以 用 不 同 的 方法 定义 ， 这 里 ， 我 们 把 它 定义 
为 标量 声 梯 度 的 散 度 ， 吕 

vV:$=div grad 9 ( 5 —131) 
该 式 就 是 拉 普 拉 斯 算 子 的 不 变性 记 法 。 由 式 (5 一 113)，grad $= 
$ 1,8'， 注 意 到 式 (5 一 117’) ， 有 


Vi$=div $1,=01; (5 一 132》 
如 果 是 售 卡 尔 直角 坐标 系 ， 上 式 就 变 为 常见 的 形式 
Oo: 2 2 
V'$=5 +5 + (5 一 133) 


如 记 
uU=grad 0 一 办 | 二 28 
则 | 4 ;一 由 | 
而 u’' =g' "91, 


”167 * 
利用 式 〈5 一 120) ， 得 
Vi$=div(g"g 1) = 3 Tg9",n) 
所 以 ， 拉 普 拉 斯 算 子 可 以 写 为 
— », O09 


V $= RD (7 9 9 3 ) (5.—134) 
式 (5 一 131) 、 (5 一 132) ， (5 一 134) 都 是 适合 于 任何 党 
标 系 的 普 这 公式 。 : i 
最 后 ， 我 们 考虑 rot grad $8 和 div rot wv。 由 式 (5 一 113)， 
(5 一 121) 有 
rot grad $=rot (9 ED) =01,1 Cg = $1 Cg 由 于 
$l; 二 $1;;， 了 及 以 上 式 为 和 零 ， 即 z 
rot grad $=0 (5 一 135) 
该 式 说 明 ， 梯 度 场 没有 旋 度 ， 所 以 梯度 场 是 无 旋 场 或 有 势 场 。 
由 式 〈5 一 121) ， (5 一 116’) 有 
divrot w=div(v; | 人 一 (DC 


一 也 / |i1; € 二 
由 于 在 欣 氏 空间 v， j= 二 20; 上 ji;， 所 以 上 上 式 为 零 ， 即 

div rot = 0 ( 5 一 136) 
该 式 说 明 ， 旋 度 场 没有 散 度 ， 所 以 向 量 的 旋 度 场 是 管 量 场 或 元 源 


场 。 

如 果 在 空间 的 某 一 部 分 标量 函数 少 所 构成 的 梯度 场 〈 它 是 无 
旋 场 ) 是 个 无 源 场 ， 则 称 为 调和 场 。 根 据 这 个 定义 ， 显 然 有 

div grad y= 0 
由 此 得 : 
V = 0 《5 一 137) 

3 称 为 调和 函数 ， 即 调和 函数 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 

由 式 《5 一 134) ， 任 意 坐 标 系 中 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


9 一 mm, OPN 
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例题 1 在 柱 坐 标 系 中 ， (1 ) 求 标量 函数 $ 的 梯度 ， 用 物 
理 分 量 表示 ; (2 〉 用 履 变 向 量 v!' 的 物理 分 量 表示 其 散 谋 ，( 3 ) 
用 物理 分 量 表 示 向 量 v' 的 旋 度 ，(4 ) 表示 标量 函数 9 的 拉 阁 拉 
斯 算式 V 0。 
在 柱 坐 味 系 中 ， 取 zl:= ”> (半径 ) ，x*=6 ( 极 角 ) ，7 = 
> 。 由 第 三 章 第 一 节 例 题 1 知 ， 这 时 
9 一 1，9go 一 和 ，09ss 一 1，9i 一 0 (i 大}) (a’) 
gi=1，g*= 一 7，g” 一 1，9'1 二 0 (i 和 站 (b’) 


gq 二 r?， A (c’) 
(1 ) 由 式 (5 一 113) ， 注意 加， 一 沙 19 有 
grad $= 二 一 ~ -5 S 十 一 一 - S5 E 十 S — 6 (ud) 


由 式 (4 一 57) ， 求 得 
—— 0 
(grad 9).,= -S /Vv dl! 一 


胃 / , 
(grad b) ,= /V U22 ~rog (e’) 


(qrad 4$) ,= SE /V Gr = Se 
(2 ) 向 量 v!' 的 物理 分 量 用 2 (,)，2 oo ，2 0 表示， 为 了 方 
便 ， 去 掉 下 标 上 的 圆 括 号 ， 由 式 《4 一 57) 有 
vy,=vIV g,, =wv), U 一 ViTA g,, =rv? (f’) 
Vy,—U YM gs = 
于 是 ， 根 据 式 (5 一 120) ， 晤 
diy | -1 人 4 六 十 瑟 罗 (Vo) 十 -一 (rv ) | (9 ) 
3 ) 由 多 (17) ， 在 入 汪 祭 中 ， 疝 量 的 这 变 分 是 与 示 
变 分 量 的 关系 为 
UI= gv!l=U,, Vs,= 2 =r (h’) 
= gssv 一 1， 


代入 式 (5 一 128) ， 得 
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' 1 owv, OU, 
~ rr 00 02 
1 ov, 1 9 ,) 
9 = Oz rr Or (1 ) 
i 0v 


如 用 Q,，Q。，Q, 表 示 @2' 的 物理 分 量 ， 由 类 似 于 式 (1 '〉 的 关系 


得 到 
op- 了 7 和 -人 
Dj= 呈 -一 全 (7) 
0.= 二 -ro -了 名 
(4) 将 式 (6') ，(c') 代入 式 (5 一 134) ， 得 
ce 总 作 芝 
3 (0 


十 
OZ 
在 球 坐 标 系 中 求 例题 1 的 四 项 内 容 。 


例题 2 
在 球 坐 标 中 ， 取 X= 二 r+r，x =0，x*=9 《〈 见 图 2 一 10) ， 
由 第 三 章 第 一 节 例 题 2 求 得 
g11= 1， gs2=7r COS ' VP， gss 二 7”，9i1 二 0 〈 当 :六 7 ) 
| (a’) 


1 1 有 

9 1, gp 9 Tr 9 0 
当 ij) (4) 
g=r*cos’*9, V 9 =rcos9 (c’) 


用 与 例题 1 完全 类 似 的 方法 求 得 ; 
(1) 8 的 梯度 的 物理 分 景 

\ dg 
~ r COS 则 


(grad 由) = ( grad 9 )， 
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0 
(grad 0 一 -97 


(2) 2 的 散 度 


1 0 9 
diy 0 = Tcosgu ) + (r vg) 
+ (rcosp vs) | : (ee’) 
(3 ) 2 旋 度 的 物理 分 量 
1 0 G 
Q.= -ESD [3 (v0) — DO (rcospvo) | 


lrov, O , 
D,= 村 op or (rv,) | C1") 
.1 ~ g GO?1 
(90 = rCOS 0 Or (rcos pu ) 一 3 | 


(4 ) 8 的 拉 普 拉 斯 算 符 V*9 
V6= rior | cos p40) 


r COS 0 Or 
(ao 
= (7 将 ) 
tem 3 (ost 5 (g’) 
一 、 二 阶 张 量 的 散 度 


在 定义 向 量 散 度 的 基础 上 ， 我 们 来 定义 二 阶 张 量 的 散 度 ， 
式 《5 一 116’) ，《5 一 117’) 可 以 作为 向 量 散 度 的 解析 定 
义 ， 现 把 它 推广 到 二 阶 张 量 。 
定义 协 变 导 数 7' |, 为 二 阶 张 量 T 的 散 度 ， 它 是 一 个 向 量 ， 
记 为 div 了 1*。 即 
div Tt=7ik|., (5 —139) 
或 div T=Ti4| ， (5 一 140) 


"1T71。 


由 二 阶 张 量 协 变 导 数 一 般 表达 式 《〈5 一 42) 可 得 
djiy Tt=TH ,= Te, TT + TT 
2 A 9 V9 


一 一 一 一 一 一 ( 


在 上 式 扒 导 中 的 最 后 沙 , 应 用 了 了 本章 第 一 例题 的 式 (f’) 。 
合并 上 式 的 前 两 项 ， 得 

m1 00 可 7 

div 于 =T7 了 一 一 

如 果 / ”= 一 (反对 称 张 量 ) ， 在 对 1 和 mr 求 和 时 ， 景 

"= OV g 1") 了 Ra、 
(5 一 142)7 
如 果 /! = 《对称 张 量 ) ， 用 混 变 张 景 表示 更 为 方便。 
这 时 7;”=7T", 二 7 了 7， 由 式 (5 一 41) ， 有 

div Ti=7T4 ,=74,, TET TT, 

07; 7? 2 


+71Pm (5 一 141) 


_ Tn 
Or "Vo Tar 人 
1 o(V oT n 
Vg 5 — {Ti (b) 


由 于 4 ”的 对 称 性 ， 上 式 最 后 一 项 可 写 为 
TT i= (TT TT i,) 


= 了 To (7 十 7 ,1) 


=57" (T+ Tn) 


| 
一 本 人 Qnes (c) 


在 推导 上 和 式 中 应 用 了 克 里 斯 托 夫 符号 的 性 质 和 公式 《5 一 14) ， 
将 式 《c) 代 回 (5) ， 得 


。172 。 


div /1 一 


1 0V 9TD _ 1p 9gu 
Vo QZ 2 Or!' 
《 5 一 143> 
mm 1 og9907) 1ro 99gu 
或 dr7T-73 人 or 
《5 —144) 


例题 5 试用。 (1 ) 直角 坐标 ，“《2〉 柱 坐标 ，《3) 球 
坐标 写 出 应 力 张 量 5 的 散 度 。 

(1) 在 销 卡 尔 直 角 坐 标 系 中 ， 应 力 张 量 三 种 形式 的 分 量 是 
一 样 的， 我 们 采用 下 标 表示 。 注 意 到 这 时 9 = 1，gx 为 常量， 
由 式 .(5 一 143) 有 z 


' 00,, 00,, 00,, 
(div 0) yy 一 四 了 十 Oy 十 Dz 

. 90,, Ga 00,, / 
(div 0),= 3x + 3 52 (a’) 
(div 0) 二 00,, 00,, 00.,, 


Dr 1 oy 1 oz 


(2 ) 在 柱 坐 标 中 ， 度 量 张 量 的 分 量 见 例题 1， 由 式 (5 一 
144) ， 有 


(div o) ,= 二 |[ SS. (rg 川 -二 oz Ca 


十 2 (ro! ) | —r0o*: 


(div 0),= [3 (rg20"") | 


亏 (r3032) | 
(b’'> 


1f 9 9 
= 了 | 于 (730l12) 十 357 (r3022) 十 


1f 0 
(div 0)s=2 -3 (rgss0") | 
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1 0 O D 
= 了 (ra ) + (ro’’) + (ro') | 


如 用 (div o), ，(div 0o)。，(div 0), 表示 应 力 张 量 散 度 的 
物理 分 量 ， 用 0g,,， 0 …… 表示 Ga，012… 的 物理 分 量 ， 由 
式 《4 一 59).， 有 有 

0,,=0!!, og,,=ro', 0O,,=0!3 
(c’) 
Iag 一 /0 Og,=r0o, 0O,,—033 


将 式 〈c“)》 代入 《6b5') ， 并 将 三 个 式 子 分 别 除 以 1，r ，1 得 


(div 中 =- + 5 十 0, 十 ee 
， O : 

(div Ot + 
; Oo OO, pe o 

d 0 一 0. 站 王 [J 


| (3 ) 在 球 坐 标 中 ， 度 量 张 景 的 分 量 见 例题 2， 由 式 (5 一 
144) 、 有 


(div oO) 一  — [0 
COS 0 


0 4 


-了 (cn Sg og 0 9,, 十 O33 Og,, ) 


+ Ox! Ox! 
1 9 
= 3 cos9a 
O 
t+ 80 (7 COS Ho!) + 元 (ricos po ) | 


.上 9(7r2cOS20 ) Q(732]) 
人 


(div O's | 20) 
7 COS 9 Tk 


onspor 
rirogD L dr 003 Po’) 


。174 ， 
十 (7r*COS* PO ) 十 0 (r‘coss os) | 
00 op 
. 1 O(r2COS P gs205) 
3 __ 3 
(div 0) = eosm | Ox* 
1/ ,1 O91 , yo 992， s3_09ss ) 
-7(0 Ox? To Or TO Tax 
1 ”0 


十 全 (r*COS DG22) 十 二 (racos oss) | 
1 ,, O(r°COs*9) 
2 
z OP / 
球 坐 标 中 ， 应 力 的 张 景 分 景 与 物理 分 量 的 关系 可 由 式 (4 一 
59) 有 录 得 ， 为 


OOll, OO,s=roOSPol, og,o=ro 


(e’) 


em 


《三 ) 
Coo 一 rr2C0S20022，Oip 一 六 COS 了 GO23， Ge 一 人 2033 
于 征 ， 可 求 得 用 物理 分 量 表示 的 散 度 公式 ， 为 
a. | GO 1 OO,, OO,o 
(UY Do tosp 00 + ray 
， 200 -000 e900 
~ 
. 00., 1 OO po OO ,ow 
(div = tro -a0 1-7 
十 30 ,0 — 2tlg P00 | 
六 
1 do,。 1 ology ole 
(div 0),= 3 COSD 50 十 0 
+ 3 BP (Cao 一 Co) Co 


三 、 积 分 定理 
在 种 量 分析 星 有 两 个 重要 的 定理 一 一 高 斯 散 度 定 理 和 斯 托 死 
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斯 旋 度 定理 〈 见 附录 ) 。 现 在 我 们 把 它们 表示 为 对 于 任何 坐标 系 


都 成 立 的 张 量 形式 。 
1.， 高 斯 散 度 定理 
在 附录 中 ， 式 〈106 ) 给 出 了 高 斯 散 度 定理 的 不 变性 形式 ， 
(faiveav=Dw.aa (5 —145) 


式 中 ， 术 是 闭合 曲面 4 包围 的 区 域 ，d 了 是 体 元 ，d A 是 曲面 上 的 
面 元 同 量 。 由 式 “5 一 116) ， 《3 一 97) 有 
div VO=UH|, 
dV =E€E,,,dridsidt’ 
而 癌 量 WwW，d A 可 分 别 表 为 


UV=U' gE, 
dA=adA,s:* 
于 是 ， 式 (5 一 145) 可 以 写 为 
人 ‘Endridsidt*=v'd 4 | ( 5 —146) 
V 二 
或 把 积分 号 简写 ， 为 
| ,Edridsidt" = 中 va4 (5 一 1467) 
V | 
在 二 维 情形 下 (平面 或 曲面 ) ， 高 斯 散 度 定理 可 以 写 为 
由 ,Eupdreds4 一 中 bdm， 《5 一 147) 
4 C 
三 
人 ,Eupdreds6 一 中 ordm 《5 一 147”) 


式 中 ，c， 有 ，? 在 1 和 2 范围 到 值 。4 是 闭合 直线 C 所 围 的 区 
域 ，ds 是 C 上 的 线 元 四 量 
ds=ds’g, 
ds 的 正 钢 使 4 的 内 部 总 在 它 的 左 人 出 。dm 是 一 个 法 癌 量 ， 它 的 
方向 是 C 的 外 法 线 方向 并 与 则 面相 切 ， 其 长 度 等 于 ds 的 长 度 ， 
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即 
dn=dsxes=ds’€E,spg =dnpge 
所 以 
dns=ds"E sg, 
而 


dA=dr"dsiEe ,ys 
2. 斯 托 殉 斯 定理 
在 附录 中 ， 式 〈110) 给 出 斯 托 克 斯 定理 的 个 坟 狂 下 个， 瑟 它 
可 以 写 为 | 
pe .ds= | (rot v).dA 《5 一 148) 


式 中 ， 4 是 闭合 曲线 C 所 国 的 区 X 域 ，ds 是 C 上 的 线 元 占 量 ， 
dA 是 曲面 上 的 面 元 回 量 ， 表 未 为 
dA=dr"dt'E,. gg 
而 由 式 (5 一 121) ， 有 
rot 2 =u) ,Eg, 
代入 式 《5 一 148) 后 得 到 


中 was: -ce 人 lw dr"dt ( 5 —149) 
C 4 


Puids' = Eme,n)o dr dt 《5 一 149”) 
二 


C 


为 常量 ) ， 分 别称 为 坐标 曲 
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第 六 章 ” 张 量 的 某 些 应 用 
第 一 节 曲 线 坐 标 


在 上 一 章 我 们 研究 了 张 量 的 协 变 导数 ， 它 对 任何 坐标 系 都 适 
用， 同时 又 具有 张 量 性 质 ， 这 就 为 把 物理 上 的 基本 方程 在 任意 坐 
标 系 中 表示 提供 了 极其 重要 的 工具 。 

下 面 的 讨论 限于 三 维 欧 氏 空间 内 的 曲线 坐标 。 

假设 三 维 欧 氏 空 间 中 的 笛 卡 尔 直 角 坐 标 系 为 ozizazs， 一 般 
的 曲线 坐标 用 上 标 分 量 z:，z2#，zs 表 示 之 。 于 是 有 


Tv 一 To 02) 《6 一 1) 
假设 可 由 上 和 式 反 解 出 z ，z，zZ ， 并 表 为 
一 《Ti Ts, Xs) 《6 一 2) 


曲面 xi (zj， 7Z2， Xa) 一 C1， Z (2Z1， Xs Xs) = Cs, x(x1, >s 


Z3) 一 Cs (其 中 Cs, Cs, C, 


面 ， 每 两 个 坐标 曲面 的 交 线 
称 为 坐标 曲线 ( 见 贸 6 一 
1 ) 。 
在 空间 中 无 限 接 近 两 反 
间 的 距离 ， 利 用 箔 卡尔 直角 
坐标 表示 ， 为 
ds*=~dzxit+dzxi+dzx? 图 6 一 1 
(6—3) 
用 曲线 坐标 则 表示 为 


ds 一 gidxzidzi 《6 一 4) 
由 式 〈 3 一 28》 ， 度 量 张 量 的 协 变 分 量 为 
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3 


qi (rx, x 7)= > Oz SEE 《6 一) 


Ox x! 


| 


然后 ， 由 式 (3 一 30) 或 〈3 一 30’) 可 求 得 度量 张 量 的 道 变 分 
量 g'’。 
对 于 正 交 曲线 坐标 系 ， 由 式 ‘3 一 29) ， 和 有 
9i:j 二 0 (1 大 7) | 


上 
| 


2 \ (6—6) 
oo 之 3) | 
m1 
| 
0 = 一 一 | (6—7) 
令 
时 (3 + (504) +(52) es) 
则 在 正 交 举 标 系 中 ， 度 量 张 量 满足 关系 式 | 
fhi (i=}) (6—9) 
lo (Ci 了 
系数 
gi= 有 或 hi=V gs (6 一 10) 
称 为 拉 梅 (Lame) 系数 。 
在 正 交 坐标 系 中 
1 
一 (6 一 11) 
9 一 及 ;万 27 或 I 9 一 请 As (6 一 12) 


由 式 (2 一 46) 9 如 位 置 回 量 表 为 T=7X1@), TiC; XsCs, 
则 协 变 基 回 量 为 
0 1 0 2 3 
& ;= Se + Se,t+ Se C3 (6 —13) 
自 此 及 式 〈6 一 8) ， 显 然 有 
[gi =h (6 一 14) 
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即 在 正 交 坐标 系 中 ， 拉 梅 系数 表示 基 向 量 的 模 。 
在 正 交 坐标 系 中 ， 组 成 活动 标 架 的 三 个 相互 垂直 的 基 疝 县 往 
往 采 用 单位 基 向 量 。 如 仍 采 用 记号 e,，e，,，，e: 表 示 正 交 曲 线 坐 标 
系 的 单位 基 同 量 **”， 则 
E ,=hie, z (6 —15) 
《不 求 和 和 ) 


或 e =-8 8: (6 一 16) 
h, Vg. 


| 


注意 到 &, 一 -2 ， 拉 梅 系数 也 可 以 写 为 


,= | (6 一 17) 
任 一 问 量 a 在 正 交 曲线 坐标 系 中 ， 用 协 变 基 疝 量 表 为 
d=~a'g,+a’g,+a’g, 
将 式 〈 6 一 15) 代入 ， 得 
QG 一 aei+a2pe 二 GPaes 
这 样 ， 就 得 到 了 正 交 坐标 系 时 ， 回 量 的 物理 分 量 ， 为 


u 


a ) =a'h,= jy (不 求 和 ) (6 —18) : 
注意 到 式 (6 一 10) ， 上 式 与 式 (4 一 57) 是 一 致 的 。 


.由 式 〈4 一 59) ， 在 正 交 坐标 系 中 ， 二 阶 张 量 的 物理 分 量 


T, 
fi,) (了 ) 了 (不 求 和 ) {6 —19) 


对 于 高 阶 张 量 依 此 类 推 。 
下 面 我 们 研究 正 交 曲线 坐标 下 的 一 些 基本 量 的 表示 ， 
1.， 线 元 缴 长 
由 式 (3 一 15) 和 (6 一 9)〉)， 得 
ds*:=(hadxr)’ + (hdr)’+ hdr) ( 6 —20) 
显然 ，hqdzi!，hodzx?，hodz 分 别 是 沿 z!，x?，zw: 线 弧 长 的 微 
分 ， 加 用 ds1,，ds。，，ds, 表 示 ， 则 有 


*) 秒 卡 尔 直角 坐标 系 中 也 常 采 用 这 组 记号 ， 但 不 会 混淆 。 


.180， 
dsi=hidz!, ds,=hdx’:, dss=hsdxs ( 6 一 21) 
2. 面 元 : 


由 两 条 坐标 曲线 形成 的 面 元 ， 分 别 为 
dA,=h.hsdr’dr’, dA,=hshidrdzr), 


dAs=hhdridr? 《6 一 22) 
3 体 元 
由 式 《3 一 76) 和 (6 一 12) 立即 得 到 
dV =h hhdridrdr’ ( 6 一 23) 


它 是 由 asi=Adziei， ds,=h,dzx’e,, de: 一 Adzses 组 成 的 
体 元 (图 6 一 2) 0 


4. 梯 度 
由 式 (5 一 113) 和 (6 一 
15) 。 得 
1 Gd 
一 Qrad d = 一 一 一 一 C 
V0 一 grad db hr ze 
1 90 1 94 
ee 
(6 一 24) 
5， 获 


如 果 用 v (i) 表示 物理 分 量 ， 由 式 (6 一 18) 有 


yi 一 U (;) 


下 
Ll 


为 书写 简便 ， 去 掉 v 0) 下 标 中 的 圆 括号 ， 由 式 (5 一 120) 得 出 
VY:V=div v= rh ) + 3 CA) 


+ eh havs) | 《6 一 25) 
6. 旋 度 
由 式 (6 一 18) 有 ~u,=Aiu 0)， 利 用 式 (5 一 128) ， (6 一 
12) ， 《6 一 15) ， 并 去 掉 v 4 下 标 中 的 圆 括号 得 到 


1 0 O 
VxV=rot v= 3 hsvs) -ErCiau je 十 
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1 9 q 
+ 人 hv) -Er (hs) je 


1 O GO 
+ 有 ao -rhv) Je, (6 一 26) 


7. 拉 效 拉 斯 算 子 
由 式 (5 一 134) ， (6 一 11) ， (6 一 12) ， 得 


ve 让 ) 


107 (Se 0 ) (| 


Ori\ hh Dr/ dori\ hs Or 
( 6 一 27) 
例题 。 求 出 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 中 的 拉 梅 系数 。 
在 柱 坐 标 中 ， 取 zZ = 一” ，2==0，2 一 2， 于 是 
i T=rCOS0, Y=rSMNO, 2=2 : (a’) 
其 中 r 之 0 ，0 0S27, _co<z<oo 
利用 式 (6 一 8 ) 求 得 
h,=1, hs=r+, h.= 1 (b’) 
在 球 坐 标 中 ， 取 天 = 了 ,z= 一 0，7z3 二 9， 则 
X=rcCOS0008P, y=rSsm0cosp, 2=rSing (c’) 
其 中 r 之 0，0 区 027 ， 一 74 人 PSA 
利用 式 (6 一 8) 求 得 
h,= 1, hs=rceosp, ho=7 (d’) 


求 得 拉 梅 系数 后 ， 就 可 以 利用 前 面 的 公式 计算 正 交 坐 标 系 中 
的 材 度 、 散 度 、 旋 度 等 所 需要 的 公式 。 


第 二 节 ”弹性 力学 基本 方程 的 张 量 方程 


利用 张 量 的 方法 很 容易 把 在 箔 卡尔 直角 耸 标 系 中 表示 的 各 类 
基本 方程 式 写 成 张 量 方程 ， 从 而 方便 的 导出 基本 方程 式 在 欧 几 里 
德 空间 的 各 类 出 线 坐 标 中 的 具体 表达 式 。 本 节 以 弹性 力学 方程 为 
例 进行 这 类 推导 。 
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一 、 笛 卡尔 直角 坐标 系 中 的 弹性 力学 方程 


1. 平衡 微分 方程 式 
O00, OT,, OT ,, 


OT,, 0a， OT ,, 
了 tSy + 3 +Y=0 (6 —28) 


OT ,, OT,, 9a 。 


2.， 几何 方程 式 
Ou Ov 0w 
dr’ Oy’ “* 02 
Ov ， 94 Ow Ov 
Pys >= Fry Ox Oy 3 YY 一 > 一 Oy Pe 
(6 一 29) 
加 Ou Ow 
一 上 一 OZ Or 
3， 物理 方程 式 
各 向 同性 线性 弹性 体 应 力 和 应 变 之 间 的 关系 为 
1 Ty 
e,=E[o.—n(0,+o.)) sy 一 (G7 
1 Tyz z 
,= [0 no,+o.))], ry 《6 一 30) 
1 Ty 
e.=E[o.—n(o,+0,)), 了 :> 一 (Gr 
4， 应 力 边 嚼 条 件 
II 十 Try 十 Ti 一 从 
cl+omi+r. n=Y / ( 6 一 31) 


T_ lt+rt, 7 十 .1 一 4 人 


起 由， 1 ，mm， 1 为 边界 表面 外 法 线 的 方向 余弦 ; 六， 了 ，Z 为 
表面 力 分 量 。 
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二 、 弹 性 力学 方程 的 张 量 方程 
1.。 平衡 微分 方程 式 
引用 记号 ol!!=0,, al 一 Try Xi 二 XX ，X:=Y, X= 
Z; XT! 二 Xx，X? 二 Yy，X* 二 2z。 式 (6 一 28) 可 以 写 为 01',;+ 入’'= 
0 ， 把 普通 导数 改 成 协 变 导 数 则 得 到 平衡 微分 方程 式 的 张 量 
方程 : 
af ;+ 久 i 二 0 ( 6 —32) 
注意 到 式 (5 一 119〉， 上 式 中 的 o7'| ;表示 应 力 张 量 6 的 散 度 ， 
则 式 (6 一 32〉 可 以 表示 为 不 变形 式 ， 即 
div 0 十 站 二 0 ( 6 —32) 
2. 几何 方程 式 


对 于 应 变 和 位 移 引用 记号 611 =e. ，eis= 末 ?oa ，，… 
4 一 4，ts 二 Jv，Us 二 由。 则 几何 方程 式 的 张 量 形式 为 
ei = (us i ui| ;) (6 一 33) 
所 以 在 小 变形 情形 下 ， 应 变 张 量 s,， 是 相对 位 移 张 量 ul ; 的 对 称 
部 分 。 它 的 反对 称 部 分 二 (4 ;一 zj ,) 与 转动 向 量 os 的 关系 为 
—20*—=u,| jE 1k (6 一 34) 
注意 到 式 (5 一 121) ， (5 一 123) ， 有 
wo'g,=5rot u (6 —35) 
在 入 卡尔 直角 举 标 系 中 ， 在 oxy 平 面 内 ， 式 (6 一 34) 变 为 


] 
VD = (Wz 2 | ,2) 


很 明显 ， 它 就 是 弹性 力学 中 微 元 体 绕 > 轴 的 刚性 转角 。 

按 应 力求 解 弹 性 力学 问题 时 常用 圣 维 南 (Saint Venant ) 
连续 性 方程 式 来 代替 几何 方程 式 〈6 一 33) 。 为 了 导出 它 的 张 量 
方程 ， 由 式 (6 一 33》 有 
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2e200| a1 = ud srt Wi sin : 
用 E!" 和 EE€'*" 乘 上 式 ， 注 意 到 4| ,4 关于，/ 对称， 所 以 
ui i E/T 二 0，tj| i 关于 1 ， 上 对称， 所 以 wi m1E'" 三 0， 
于 是 有 
el El Er 一 0 (6 —36) 
该 式 就 是 张 量 形 式 的 连续 性 方程 式 。 对 于 m，+ 取 不 同 的 数 
值 ， 式 (6 一 36) 可 得 出 六 个 分 量 形式 的 方程 ，mn 二 11，22， 
33，12，23，31。 例 如 m= 二 n= 二 3， 得 
er | ,EE te,, | EE te, |EE! 
se ,EE 0 
将 式 〈3 一 38) 的 置换 张 量 代 入 ， 上 式 变 为 
2g11| ,s+ 822) 1 =2812 1 (6 —37} 
在 稍 卡 尔 直角 坐标 系 ， 上 式 可 以 写 为 
02E ， Oe, 602? 
Oy’ Tar = Oxoy 
如 取 m= 二 2， n= 二 3 得 
61 a2 E12EI23Te,) a El Ete | EE 
十 es EE =0 : 


或 


E11| 3 一 2 si Esl 12 — £80) 1 (6 —38) 


在 笛 卡 尔 直角 坐标 系 ， 为 


OE, O OY ,, OF,, OP,, 
< Oy Oz -二 Oy Tz ~ ox ) 
另外 四 个 关系 式 也 可 类 似 地 得 出 。 
3， 物理 方程 式 


对 各 向 同性 线性 弹性 体 ， 式 (6 一 30) 还 可 以 写 为 男 外 一 种 
形式 ， 即 
I 一 1e 十 2G8，T 一 GTP 
oO,= he +2Ge,, Ty,= GPy, (6 —39) 
II 一 1 十 2C0C8.，T .一 CT?，。 
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E 
: _ hr 
FD 2) 人 
2 一 上 十 8 十 2， (6 一 42) 


若 采用 张 量 记 法 ， 并 把 应 力 和 应 变 都 用 混 变 张 量 表 示 ， 例 

如 ，Ci 一 CC. ，a 一 Tv， DB Yay …, 则 @ 二 em， 
于 是 式 〈6 一 39) 可 以 统一 写 为 

oi =2Ge!t+ Aend: (6 —43) 

这 是 用 应 变 表示 应 力 的 张 量 方程 ， 对 于 任何 坐标 系 都 是 成 立 的 。 

为 了 得 到 用 应 力 表 示 应 变 的 张 量 方程 ， 将 式 〈6 一 43) 缩 并 ， 得 


| __ 1 _ 
Cl 二 ¢,， 2 一 


下 (34 AN _E n 
ai; 一 开赴 (sr) ( 6 —44) 
+ 齐 1 一 2 m 应 
由 此 得 到 e? = 一声 一 9， 代入 式 (6 一 43) ,整理 后 得 
| Eei=(1+H)0;— Ho"6; (6 —45) 


如 果 把 应 力 用 逆 变 张 量 表示 ,应 变 用 协 变 张 量 表 示 : 式 〈6 一 
43) 和 (6 一 45) 分 别 为 
0 一 (209 0 +Ag''g' )e 《6 一 43 ) 
及 . bei=[((1+tH)gi1g9im— HI9ijGim do'” (6—45") 
对 于 线性 弹性 材料 ， 如 果 不 限于 各 向 同性 ， 一 般 地 可 以 把 应 
力 张 量 c… 的 每 一 个 分 量 用 应 变 张 量 s,。 全 部 分 量 的 线性 组 合 来 
示 ， 即 
oi=biilVe,, (6 一 46) 
这 也 就 是 一 般 的 各 向 异性 弹性 体 的 虎 克 定律 。 弹 性 模 数 已 后 ”所 
含 3 二 81 个 分 量 ， 但 并 不 是 全 部 独立 的 。 因 为 0''，z, 都 是 二 阶 
张 量 ， 根 据 商 法 则 ，E' "是 一 个 四 阶 张 量 ， 称 为 弹性 张 量 。 
下 面 我 们 研究 弹性 张 量 的 性 质 。 
因为 0 二 o”， 所 以 有 
oii=EhiiiVe, =Ei'il "en 


故 必 有 
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Erii™= Ei" (6 一 47) 
又 因为 1 二 £1， 总 可 以 选择 使 EE'""= 忆 ''"'。 为 此 ， 由 
1 


! 
ji 二 一 CT/ 
Or; D0 to0 / 


=E "ee, + 二 E'i™e 


= (EH "+ En)e,, 


选取 E171"+ E11"! 作 为 新 的 模 量 即 满足 关于 ! ，m 对 称 的 要 求 ， 
我 们 仍 用 原来 的 记号 ， 于 是 有 
Eiiln = Fir" = Eii"= Bii™ ( 6 一 48) 
该 式 表明 ， 指 标 i 与 i，1 与 m% 是 对 称 的 ， 可 以 交换 顺序 ， 所 以 
关于 请 ，Im 各 有 六 对 指标 (11，12，13，22，23 ，33) 是 不 同 
的 ， 上 '"” "不同 值 的 个 数 最 多 有 6: 一 36 个 ， 实 际 上 ， 由 于 应 变 能 
的 存在 ， 不 同 值 的 个 数 还 将 进一步 减少 。 
应 用 现在 的 记号 ， 笛 卡尔 直角 坐标 系 中 单位 体积 应 变 能 表达 
式 o Toest oes …+T.7,) 可 以 写 为 


1 
a 一 II ei (6 一 -49) 


这 是 个 张 量 形式 的 方程 ， 是 由 应 力 张 量 与 应 变 张 量 对 两 对 指标 连 
并 得 到 的 ， 因 而 是 标量 ， 在 所 有 的 坐标 系 中 都 成 立 。 
由 弹性 理论 知道 ， 对 于 应 力 和 应 变 的 微小 增 量 ， 9a 的 增 量 是 
现 有 的 应 力 对 应 弯 增 量 所 作 的 功 ， 即 
da=o'ide,,; : (6 一 50) 
为 一 方面 ， 我 们 形式 的 导出 dc 的 表达 式 ， 并 利用 式 (6 一 
49) 和 (6 一 46) ， 有 


Oa Ga 
da 一 So doi+ BE, de,; 
Oa Oo 
OO i Qe d ein 十 de i 


= (5 。 9a _ + 一 5 de 


0 09si 98 


°187。 


= (ei Bto de, (6 —51) 


对 比 式 (6 一 50) 、 (6 一 51》， 为 消去 deij 可 以 选择 一 系列 特 
殊 情形 ， 由 于 e;; 二 6;,， 不 能 全 部 任意 选择 九 个 de ， 但 总 可 以 
选择 一 对 指标 号 ， 并 使 只 有 de，=de) 关 0 。 于 是 ， 对 这 组 2 有 
下 式 成 立 


可 | 1 Wm 
o'idewstoi'ide= (enbE! t+o'i)de,, 


temE'™ +ga1i)de;， 《不 求 和 ) 


这 时 可 以 消去 各 项 页 中 的 应 变 增 量 ， 得 到 
. Ci joii =5 [em E'™ 十 天 )+ (0+o) | 


2 
于 是 ， 利 用 应 力 张 量 的 对 称 性 和 式 〈6 一 48) 的 关系 ， 得 
oii=FiVijie,, (6 —52) 
对 比 式 《6 一 52) 与 《6 一 46) ， 有 
Eiii"— Ei™i ( 6 一 53) 


该 式 说 明 ， 弹 性 张 量 的 前 一 对 指标 和 后 一 对 指标 也 是 对 称 的 ， 即 
可 以 互 换 。 这 样 一 来 ， 世 ”中 独立 分 量 的 个 数 从 36 减少 到 21 
个 。 

在 竺 同 同 性 贡 汰 中 具有 两 个 弄 3 [弹性 疝 数 ， 名 用 工程 弹性 常 
数 EE 和 4 或 G= 了 CE 和 1= -人 表示。 为 了 得 
到 弹性 张 量 上 ”的 分 量 己 工程 弹性 常数 间 的 关系 ， 将 式 (6 一 
39) 改写 为 . 

0 =(At+20)et+hest hess, Ol!=G (e+ e21) 
oO%?=helyt (4+2G) e+ Aess, OO = (GG(é€,s + £3,) 
oO =hent he (4+2G)e,s, CO =G (és+ €1s) 
| (6 一 54) 
对 比 式 《6 一 46) 与 式 《6 一 54) ， 可 以 得 到 
Elil= E22 E344+2G 
Fil22 一 F113 一 万 2211 一 万 2233 oo P3311 — F3322 1 


"1j88. 


五 1212 一 六 1221 一 pF?il2 Fil?! pp: L323 — F2332 
— F228 p3232— F3131— 天 3113 一 已 1331 一 本 1313 一 个 
(6 一 55) 
除了 这 ?21 个 分 量 外 ， 其 余 的 全 部 为 零 。 例 如 ， 
El spEl= Fl 0 
注意 到 在 笛 卡 尔 直 角 坐 标 系 中 送 变 度量 张 量 %” = 1 (不 求 和 ) ， 
95=0 (i zi) ) ， 上 述 弹性 模 量 可 以 概括 为 统一 的 公式 
中 "=hg''g TO 9 二 9 97 ) (6 一 56) 
该 式 在 什 卡 尔 直 角 坐 标 系 的 正确 性 可 以 直接 得 到 验证 。 例 如 、 取 
i 二 ] 二 1]，1 一 人 三 2， 得 吕 “二 4 ， 等 等 。 但 是 式 (6 一 
56) 是 一 个 张 量 方程 ， 所 以 适合 于 任何 其 它 的 曲线 坐标 系 。 如 用 
已 ，/ 表 示 ， 上 式 还 可 以 写 为 


用 Zl 六 im 
EVI" -3 (Ta 9 9 "+ 9 9 0 


《6 一 57) 
4. ”应 力 边 界 条 件 
引用 记号 4 = 1 ,n=m,， ns 二 n; XX!=X， Xi:=Y,， XX: 
=2， 式 (6 一 31) 可 以 写 为 
og'in, 二 龙 ， (6 —58) 
这 也 是 张 量 方程 ， 故 在 任何 坐标 系 中 成 立 。 
例题 1 弹性 力学 中 的 纳 维尔 - 拉 梅 方程 为 


: Ou OV Ow ， 
(+ 3 tay 5> )+Gv K+X=0 


O Ou OU Ow 
(人 1 + ) tov vu+Y:0 


(a’) 


4 + 一 ) 二 GV: 山 十 和 = 0 
试 把 该 方程 写成 张 量 方程 。 
录用 张 量 的 分 量 记 法 ， 上 式 写 为 
(A+G)urli+Gul +X:=0 (b') 


该 式 也 可 以 采用 不 变性 记 法 ， 写 成 向 量 方 程 ， 
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(4+C)grad divu+GViu+X=0 (c’) 


例题 。 弹性 力学 平面 问题 ， 在 不 计 体积 力 时 ， 应 力 函 数 9 
满足 重 调和 方程 式 ， 即 


V2V20D 一 0 (a’) 
试 把 该 方程 写 为 分 量 形 式 的 张 量 方程 。 : 
重 调 和 方程 是 两 个 调和 算 子 作用 ， 所 以 上 式 很 容易 号 为 
9 1:8 = / (b’) 


三 、 特 殊 坐 标 系 中 的 方程 


一 般 说 来 ， 在 馆 卡 尔 直 角 坐 标 系 建立 物理 问题 的 基本 方程 式 
是 比较 方便 的 ， 但 是 这 样 的 方程 在 其 它 坐 标 系 就 不 适用 了 ， 因 此 
我 们 建立 了 任何 坐标 系 都 成 立 的 张 量 方程 。 不 过 从 应 用 的 角度 ， 
在 具体 解决 问题 时 终归 要 在 某 个 特殊 的 坐标 系 中 进行 。 直 接 在 这 
些 坐 标 系 中 建立 方程 是 麻烦 的 ， 而 且 容 易 出 错 。 但 是 利用 张 量 方 
往 得 到 它们 则 是 方便 的 ， 并 且 有 章 可 循 。 所 以 我 们 所 采取 的 办 法 
古 : 符 殊 《直角 坐标 系 ) 一 一 一 般 〈 张 量 方程 ， 一 一 特殊 (其 它 
坐 祭 系 ) 。 下 面 我 们 就 来 解决 如 何 从 一 般 到 特殊 的 问题 。 

1. 建立 用 柱 坐 标 表示 的 弹性 力学 基本 方程 式 。 

《1) 平衡 微分 方程 式 

根据 协 变 导数 的 定义 ， 利 用 式 (5 一 42) 可 将 式 《6 一 32》 
与 为 : 

or,p+torTiy,+torTi,+Xi=0. (6 —59) 

由 第 五 章 例题 3 知 ,对 于 柱 坐 标 有 本 ;= 一 rT,= 厂 ?=1/7， 
于 是 式 (6 一 59) 可 写 为 


GO 一 GO OO” ;» 
ot rt + 0 
Oo OO! Q 〇 Cr DG C4 
0 9) 
OO Oo” Te oO 
十 
Or + CD Oz 


。 ]190 。 
邵 果 把 0，,，,， Fog Cr U0 Oo OR ,, F,, FF 作为 物 理 
分 量 ， 由 式 (4 一 59》、 (4 一 57) 有 


Fr 到 CO 
gg" = 一 ，，a9% 一 Ogg 一 2 ,0 一 “zz 一 IT 
Yr, Us 人 sp 
(b) 
r UO r U 了 Ug 
o ky rr -一 ， oe 一 了 9 一 - 二 ， 
Uy Uoe 三 Qoo dU sz ? 
r U Fr 
oo” 一 六 村 一 ， 
Cd 
9 也 ， : 
人 "一 到 , X= ， 人 "二 FF (Cc) 
Fr 


将 式 45) 、《(c) 代入 (a) ， 稍 加 整理 便 得 到 


O00, +_9qa | 90s + Or-T0g +F-0 
Nr ro0 Oz 7 


O00 ,op OO go 00, 20 ,， 
+ -0 +3 一 一 一 一 十 +F,=0 《6 一 60) 


O00,, 00,, 00,s CO， -一 
Or Sr rop " OZ t+ 二 0 


这 正 是 通常 匈 到 的 用 柱 堂 标 玫 示 的 平衡 方程 式 。 


(2 ) 几何 方程 式 
利用 协 变 导数 的 定义 ， 由 张 量 方程 式 (6 一 33) 得 
ait ( 6 —61) 


它 包 含有 六 个 方程 ， 例如 i 二 7 了 = 二 2， 注意 到 三 ,二 一 r+， 由 上 
式 有 


Ov, 十 ur (d) 


232 一 Ox? 


用 &,,， C009. Crs ry, 日 6 ry, :及 u, » Ups 4; 表 示 物 理 分 量 ( 注 
意 ?,o=28,6) ， 并 应 用 式 〈4 一 59) 、〈4 一 57) 有 


”， 呈 1 = 


€, 一 & 8 一 一 2 ，e =e 
rr i119 站 站 3 多 了 了 33 
7 (2 ) 
cre 一 » coz 23 » tsr— tal 
及 
人 一 2 人 一 2 + 2 一 到 3 (f) 
将 式 〈e ) 、 CD 人 和 CD 得 
9 rogo 7 
关 伺 地 可 以 推导 出 另外 五 个 方程 把 它 们 乡 合 写 为 
_ Ou, Owus 4, _ Ou, 
0 
» = Ousg Ou, _ ui y Ou, Ouse 
"" Or roo rr ”7 00 O02 
(6 —62) 
Ou, Ou, 
rT 9z> Or 
(3 ) 物理 方程 式 


由 式 (6 一 43’) ， 注 意 到 这 时 9 ”= 二 1，9- :一 一 9 一 1， 
g9'! 二 0 《i 六 7) 以 及 式 (5) 和 (ee) ， 得 
0,,—=2Ge,,+ A(e,,+ est 8,.,) 


Ogo=2G Epo A(e,, + E00+ £,s) 
(6 —63) 
0,,=2Ge,, + Ale,, 十 coo +€,,) 


t,o0= EY,e Tos= GP, Tir= GY,, 
对 于 各 向 同性 体 ， 这 一 结果 是 可 以 预料 到 的 。 
2. ”建立 用 球 坐 标 替 示 的 弹性 力学 基本 方程 式 。 
(1 ) 平衡 微分 方程 式 
在 这 里 ， 我 们 从 式 〈6 一 32“》 出 发 ， 因 为 它 可 以 直接 利 用 
二 阶 张 量 的 散 度 公式 。 由 第 五 章 第 六 节 例题 3 的 式 (g’) ， 并 用 
人 ,，F,，，F ,表示 X 的 物理 分 量 ， 就 可 以 得 到 
_00,, + 1 00, , OO 。 
or rcogm 80 rap 
+ 20,,—000—Ovo— epo,, +F.=0 


[上 


ea | 92。 


Ga， ] GO OO0py 
et + 
Or reosp 00 rogp 


十 30,0 — 2 EPO 十 五 ,一 0 
OO,p ] OO ,ow + O00, 
Or rcosp 00 rogp 


十 Ore BP (O00 Ooe) +F,= 0 


(6 一 64) 
《2 ) 几何 方程 式 


由 第 五 章 例 题 4, 在 球 坐 标 中 二 1,= 一 reos’9， 
CosSP SN9, Tss=—?r,， 六 2 = 六 ;= 一 ， 1 3 一 三 :3 一 -tg?, 


六 一 大; = 一 ， 其 余 为 零 。 于 是 ， 式 (6 一 61) 的 六 个 方程 为 


C1 二 U1, 


Ess = Wassst ru 


1 2 
S12 (U1, 2 WH2y1) 一 - 


(9) 


1 
ezs 一 本 《lays 十 Ws,2) + tgpu, 


1 u 
2 一 一 (2 3 十 一 一 一 
31 > ( 1 $3 a91) 7 


由 第 三 章 例题 2 得 到 ， 球 坐标 时 g,,= 1 ，gso= r2cos2p ，gpo= 
rr， 二 0 (jf 天) 。 由 式 (4 一 59) 及 (4 一 57) 得 


nng2 2 
E11 Er E22— 7 COS PEg0s Ess—r Cpy 


(hh) 
él2=7rCOSPE,o, E23=r COSYEopy Es1= rEev, 
《?;) 一 22,1， YY 关 ) ) 
41 一 4 Hs=rCOSPUg Us 一 7Uo (1 ) 


将 式 (hh) 、(i) 代入 (9) ， 整 理 后 得 


193. 


_ Ou, 
Eos Or 、 
1 94， 从 过 9 
Coe 7 COS 9 50 十 7 lo 
| 1 OU 人 4 
er 一 3 
(6 一 65) 
1 Ou 十 Ous _ 1 
”rcoS 9 00 or r 
_1 90u, 1 Ou, ,ig?_ tgp 
yew 一 一 OP 7008sT 060 rr i 
_ ] Ou, Ouo 加 Uv 
Pe, 一 DO 一 7 
《3) 物理 方程 式 v 


因为 是 正 交 坐标 系 ， 所 以 可 以 直接 写 出 ， 从 咯 
3. 任意 正 交 坐标 系 中 的 弹性 力学 基本 方程 式 。 
(1) 平衡 微分 方程 式 
一 般 的 平衡 微分 方程 式 是 式 〈6 一 32 ) ， 应 力 张 量 的 散 度 
可 由 式 (5 一 144) 确定 。 对 于 正 交 坐标 系 


V9 gu0") 1 jm Og 
(div 0) = 9) -二 oo 
-人 ( 0 (990G ) 上 O (V 9 9110°) 
Vg Ox or 
0 (Y 9910 ) 1/j1_ 0g 
Or )- 2 (» Dz! 
Uys? 3 0 033 
to to OX! ) 
1 0(V 9 92.0°’) 1 hn Ogi 
(dv NF 
= 一 ( 0 (1 9 92..0.°) + 0 (V 9 90930227) 
‘Vg OX Dx2 一 


+ IY (Vg gu0 OW gg 7 ) 四 Og 
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9 Og 
十 og22 22 033 33 
Ox? GZ 


, OQ ry 3 1 .0 ， 
divas=T 9 ge 
-A ( OVIg0") | d(Tg0) 
Vg Ox! Or? 
0 (1 9 9ss033) 1 '} Og911 
” Ox )-=(o Ox 


0g Og 
十 (22 22 33 33 ) 
z rs 十 C Ep 


(;) 
如 用 o. ,,，0,, ,,，…，0, 。 表 示 应 力 张 量 的 物理 分 量 ， 用 
7 .，， 卫 。,， 下 . ,表示 体积 力 向 量 的 物理 分 量 ， 注 意 到 式 (6 一 


10) 、《〈6 一 12) 、 (6 一 18) 、 (6 一 19) .平衡 方程 式 可 以 
与 为 : 


1 [2 + O(hihso, 。，) 
hih,hs Ox! Or: 
(Rhasa。，) 3 
十 一 ~- ~” -~-! 3 | (上 
Ox’ ] ( h, Oxi Oz 
] oh, 1 90h, 
" h, Ox! Cr h: Ox! gs eo) 
+h,F,=0 
1 
1 [< o_O(hihshsos,:,) 
1 和 2 和 3 1 QZ 
Ohihio,,.,) 1 0h, 
Or | ( h, Dr? CT = 
1 09h, Oh 
十 - 了 Cr，-， 十 - 3 O,, ,) 
t+h, 一 0 
1 Olhshso,, ,.,) OChihyo,, ss) 
| 


Ox! Ox? 


1 09 . 
O h h ho 


za rg) 1 oh 
"38 |_( -< 
Ox | ( h, ox “i 
1 oh, 1 oh, 
t h, Bx .2 hs Ox 3 ,) 
+hsL ,=)0 
| (6 一 66) 
或 号 成 统一 的 公式 : : : 


2 hh,hsh, 
二 > -7 5 人 


(2 0 ce F.。 = 0 


(6 一 66 7) 
《2 ) 几何 方程 式 
利用 普 遇 公式 〈6 一 61》 ， 注 意 到 关系 式 (5 一 17) ， (6 
一 10) ， 并 用 4,， Ws, Us ,以 及 ea。 ee 


1 工 1 2 22? rs > :1 表示 
位 移 向 量 和 应 变 张 量 的 物理 分 量 ， 则 很 容易 得 到 正 交 曲 线 举 标 的 
几何 方程 式 。 例如 ， 1 三 1， 


7 二 1 时 ， 式 (6 一 61)〉 可 以 写 为 


Ou ] oh h oh 
Tt 
h, oh 
十 2 57 Us 


引入 物理 分 量 后 ER 其 余 五 个 方程 可 
作 类 似 的 推导 ， 现 


一 并 写 出 于 后 。 

Ou 

— 1 I] 1 oh, 

“zz | hn Dr! 十 太太 一 i, zo 
1 Oh , 
hihs Ox 3 
] Ou,, 1 oh 
2 2 2 Or’ 和 h,h, 2 Wz, 


"1I96。 
Ou 0 
1 x9 1 ha 
Cr sa hs dr T hsh) Or! & =) 
ohs 
Tt hsh, OX? 2 
一 —h: _ 9 /2 hh 9 (wl 
了 = =， 22-，:-， 大 sr( h, )+ h, sr( 六 ) 
__hs 0 Ws h， 0 4:， 
V2, =, 2€,, 9 h, | hs )+ hs = ( h, ) 
h, OQ HN hs 0 Hs 
Ps xz) 一 Le zx) 一 让 -9 下 )+ hh 7 上。 ) 
(8 一 67) 
或 写 为 统一 的 公式 ) S 
加 1 1 #z ， 1 WH ] oh, 
en rh 67 | rt 


(3 ) 物理 方程 式 

对 于 正 交 坐标 系 ， 应 力 应 变 关系 具有 非常 简单 的 形式 ， 就 象 
在 箔 卡尔 直角 坐标 系 那 样 ， 只 是 把 应 力 、 应 变 用 曲线 坐标 的 记号 
代替 即 可 。 


第 三 节 曲 面 


在 这 里 ， 我 们 研究 三 维 欧 儿 里 德 空间 的 曲面 ， 它 是 一 个 二 维 
称 曙 空间。 这 对 于 研究 薄 达 弯曲 问题 是 很 有 用 的 。 为 了 确定 曲面 
上 任 一 点 的 位 置 ， 可 以 采取 两 种 方式 ， 其 一 是 用 笛 卡 尔 直角 坐标 
系 T1，X，,，Xs 表示 其 二 是 用 曲面 上 的 曲线 坐标 xX'，X 表示。 
(图 6 一 3 ) 。 很 明显 ，z,，z;,，Zzs 必 定 是 +! 和 x? 的 函数 ， 即 
T=X (XT!, rv*) 
T,=7, (Xl!, Xx) 《6 一 68) 


Xs=7Xs (XT!, 7T2) 
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图 6 一 3 


下 面 我 们 研究 曲面 上 的 各 种 量 。 

1. 曲面 上 线 元 的 长 度 。 第 一 基本 形式 
显然 ， 用 直角 溪 标 表示 时 ， 曲 面 上 无 限 接近 两 点 闻 线 元 的 
”长 平方 表 为 


3 . 
ds:+=dri+dri+dri= > dz (Ca) 


Rl 


而 


之 
dr,= >, 2 dx” \(b) 
所 以 | 


m1 


2 
Ox GZ， a .1p 
= > > 3 re dz dz (cc) 


a=1i=-1 
将 式 《c) 代入 (4) 得 
Dr) 
kh=l1 d=18=1 
也 3 
-SE 9 


dr (Dd (5 ) 
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设 r = 二 x1e1 +X,@;, 十 Xs@s 是 曲面 上 任 一 点 PP 的 位 置 癌 量 ， £8)、 
8: 为 与 坐标 线 z' 、x* 相 切 的 基 问 量 ， 则 


于 是 


A Ox OX, 
Jap = Bo . &4= > 3 Ox (6 —09) 


将 该 式 代 入 式 (ad) 得 
ds*:= gpd x"d xt (6 一 70) 

注意 到 gos= ge。， 则 有 

ds*= giidrx'dri+2g,d rid7x:+ g,.d rdr? (6 一 70“) 
系数 gis 是 曲面 度量 张 量 的 分 量 ， 在 曲面 的 微分 所 何 里 常 把 式 (6 
一 70’) 称 为 第 一 基本 形式 ，91,、g\: 一 921、9s2 分 别 用 EE 、、 
G 表示 。 

曲面 上 活动 标 洒 的 第 二 个 基 向 量 g, 取 为 单位 向 量 ， 并 垂直 于 
8&1 和 8&8;,， 因 此 8 二 nn， 改 有 

=8," 8s= 0, J23—82°* 8s=0 


(6C—71)》 
gss = Es° 8;= 1 
所 以 ， 度 量 张 量 的 全 部 分 量 为 
CO gs 0 
[人 9, 门 一 | gs 92， 《6 一 72)》 
\ 
而 
g | yi: dis | (6 一 73) 
| ga Us2 


2. 项 面 上 两 向 量 间 的 夹 角 
设 t、2 是 切 于 曲面 上 某 忆 点 的 两 个 向 量 ， 可 表 为 
U=u 8 V=Uugg (a,B=1,2) 
各 此 二 加 量 夹 角 为 6， 则 有 
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u* DO=Iul vlcos0= ug) * (vgp) =gaau vs (ee) 


靳 以 


| s 
cogg=-2esu - (6 一 74) 
[ulyvy| 
或 
屏 : 
coS0 一 gap (6 一 747) 


Vg,au' us V guv'v" 
基 疝 量 & ,与 &: 之 间 的 夹 角 03 可 以 表 为 


cosb ,= 一 一 一 (6 —75) 


Yi19s2 
3,， 介面 上 的 微 元 面积 
曲面 上 的 线 元 在 法 线 方 向 没有 分 量 ， 故 
ds= 8.d7r" ( 6 —76) 
沿 着 坐标 线 有 
ds,= sdr':, ds,-: ,QT 
昕 以 ， 面 元 问 量 可 由 为 : 
dA=ds x ds gix gsdaidzt Endridrg’ 
z dA=E€ dr'dr’ (6 一 77) 
4. 死 里 斯 托 夫 符号 
由 式 (6 一 71》 前 二 式 8。*， 8 一 0 ， 微 分 得 
op， BT 8,* Es,8= 0 
由 式 〈5 一 5) 、(5 一 10) 有 


了 6p3 一 一 sp 一 6 一 一 pi 一 一 1 sa8=—T sp 


( 6 一 78) 
对 式 (6 一 71) 第 三 式微 分 得 
B83,o* 8&3 二 0 
又 由 8&3,s* 区 二 0 及 8g,,:*， g++8。*83,s 二 0， 可 分 别 得 到 
1 ys 一 ss 一 0 
及 { 33s 一 0 


上 ,3 二 0 ( 6 —79) 
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从 上 面 各 式 看 出 ， 凡 下 标 中 包含 两 个 或 两 个 以 上 的 3 时 ， 则 符号 
】 ;六 为 零 。 

由 式 《6 一 72) 可 推 得 


gq 二 0，g 二 1 《6 一 80) 
于 是 ， 式 (5 一 8) 给 出 
1 3 =T pg + T3309 ,0 (6 一 81) 
类 似 地 有 / 
[3 = ,= $=0 《6 —82) 


5. 曲面 的 第 二 基本 形式 
基 问 量 g: 是 曲面 的 单位 法 向 量 ， 它 的 方向 与 坐标 > 有 关 ， 它 
的 守 数 是 位 于 曲面 的 切面 上 的 向 量 ， 记 为 


Es,. 一 一 Dip8/ (6 —83) 
从 页 
dB = dr = — bdr" 7 (6 一 84? 
线 元 问 量 
z ds= 8rdr" (6 —85) 
于 是 
—dgs*ds=b,sdr 8» gdr" 
一 D ssdr"drr’ 
= bapgd x" QTL (6 —86) 


在 微分 几何 里 ， 把 该 方程 最 后 等 式 的 石 边 称 为 第 二 基本 形式 ， 它 
的 系数 b11、 b1,= 6b,1、 5 常用 了 、M、 人 表示， 关于 56 的 对 称 
性 稍 后 即 避 给 出 证 明 。 由 微分 几何 知道 ， 第 二 基本 形式 描述 了 出 
面 的 弯曲 程度 。 

下 面 导 出 80.p 和 克 里 斯 托 夫 符 号 的 关系 。 

将 式 8,， 8 二 0 对 zl 求 导 ， 得 | 

. : Bes2° Est B38 Bs= 0 (f) 
由 式 (6 一 83) 有 

B38° Bi—=— bagB’ ES 一 一 bp 一 pp。 (6 一 37) 
由 该 式 与 式 《1 ) 得 
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B48 * 83=0po (6 一 88) 
基 疝 量 的 导数 由 式 〈5 一 4) 可 以 写 为 
本 8 一 六 py 区 +T pg’ 《6 一 89) 
两 边 乘 &，， 得 
bp, 一 ,ps 


因为 克 里 斯 托 夫 符号 厂 ,ps 关 于 &、B 对 称 ， 所 以 5 也 关于 &、b 
对 称 。 由 上 式 和 式 “6 一 78) 有 
bsp=T ,ps=T pas= —1 sp0= —1 p30=—1 sap= — 1 ap 


( 6 一 90) 
而 
bs=— Tv9" =—T gs=~—1 4 (6—91) 
6. 遇 面 的 高 斯 (Gauss) 方程 和 柯达 齐 《Codazzi) 方程 ， 
假设 曲面 的 "具有 三 阶 连续 导数 。 由 式 《2 一 46) ， 有 
Spy 一 六 ,6v TT, ya Ea, rp (6 —92) 
式 〈6 一 99) 也 可 以 写 为 
B20 = ,ps8 + Og’ (6 一 897) 
或 
SE。,p 王 zsg&s+ bopgs (6 一 89”) 


由 最 后 一 式 对 zx" 求 导数 ， 得 
gaypr = sig,v Eat TT iggy, y+ ba ys bags,, 
—J gp, 8st lal avg tl sabsvBs t+ bap,r gs 


+ bl sy gs 
= op,ry Est ool yyg8s 一 bebyng gst sobsy gs 
: + bap,v gs 
类 似 地 有 
Easrvp—=l av ps tT sv) sagBs— barbprg ET 六 DopEs 
+ bar,pgs 


将 上 二 起 代入 起 《6 一 92) 后 ， 对 比 g1、&: 和 ;的 系数 ， 得 到 如 
下 两 个 方程 式 : z 
Tei,,a—l psy tl avl ssp—l «pl $y 
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ga(6 0 一 已 py (6 一 93) 

bass— Tsbsg= by sa— sabs, (6 一 94) 

由 式 (5 一 84) 可 知 ， 式 〈6 一 93) 左边 是 二 维 空间 的 黎 县- 死 
里 斯 托 夫 张 量 Rp ， 于 是 有 


Rs =g’s(b,,08s.— bab»;) (6 一 95) 


或 : 
Rss = bar bes— bapb ys (6—95’) 


式 《6 一 95) 或 (6 一 95') 称 为 高 斯 方程 。 式 〈6 一 94) 称 为 
柯达 齐 方程 。 

根据 式 〈5 一 99). ， 二 维 黎 曼 空间 的 黎 曼 - 克 里 斯 托 夫 张 量 
独立 分 量 的 个 数 只 有 一 个 。 由 式 (6 一 95 ) 得 到 


| A Ris=— R= ~ Fis = Kz ( 6 —96) 
所 有 其 它 分 量 稳 为 零 。 具 体 可 将 121s 表 为 
_ Ri,2= 04110 — O12021 z (6 一 97) 
和 郑 且 是 勾 
K = (6 一 98) 


为 曲面 的 高 斯 曲率 。 显 然 ， 它 还 可 以 表 为 
K= b11b22 ~ b1s bs 


gg Tg, (6 —98") 
或 
K =-F0 (6 一 987) 
这 就 是 曲面 论 里 种 用 的 表达 式 。 
另外 ， 我 们 定义 
H= bg" (6 一 99) 
为 曲面 的 平均 曲率。 
由 式 《3 一 30) 、 有 
V21 
[gi]= (6 一 100) 


Ys 

9 | 
J12 

9 


Uil 
le| 
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代入 式 (6 一 99) ， 得 


H=3 (bg b12921— bargist bargu1 ) 《6 CO—101) 


或 z 
~ GL-2FM+RN 7 
这 也 是 曲面 论 里 常见 的 表达 式 。 


由 式 《6 一 99》 看 出 ， 有 是 一 个 不 变量 ， 同 样 也 可 以 证 明 
也 是 一 个 不 变量 。 实 际 上 
9 “9 Ap 一 2 人 lat (9 一 91109} 一 一 2 
一 一 2 及 
由 式 (6 一 95) 或 (6 一 95’〉 表示 的 高 斯 方程 是 张 量 方程 。 而 
由 式 《6 一 94) 表示 的 柯达 齐 方程 是 普通 方程 ， 我 们 也 可 以 把 它 
”表示 为 张 量 形式 。 为 此 ， 由 式 〈 5 一 39) 并 用 | 代替 | 。 表示 二 维 
协 变 导数 ， 则 有 
: bsplly= 60 — Daal Sy— basl by 
pasa=boram bo sa bl 
注意 到 厂 $， 3g， 由 上 二 式 可 将 式 (6 一 94) 写 为 
-pl 一 Do (6 一 947) 


这 就 是 用 张 量 方程 表示 的 柯达 齐 方程 。 
7， 曲面 上 的 协 变 寻 数 
协 变 导 数 的 概念 已 经 在 第 五 章 详细 的 讲述 了 ， 这 里 只 是 在 二 
维 曲 面 明确 的 表示 一 下 。 
注意 到 式 (6 -一 81D) 、 (6 一 82) 、 可 以 把 式 (5 一 22) 、 
(5 一 24) 重新 写 为 
vy" Jape=v’p+v’1 3,+v Tg, 
v 一 Vs 十 UL ys ( 6 -一 102) 


名 一 -113 了 3 
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VD, [ge 一 Up 一 Uy 关 8 一 Us ap 
Vv, |s=v4,3— Vy as | 《6 一 1037 


， 
Us [5 三 Us,p 一 UL 36 


利用 式 (6 一 90) 和 (6 一 91) ， 上 面 两 式 中 的 第 一 式 可 以 
分 别 表 为 


| 一 ve 一 六 08 | 
(6 —104) 
vls=v s+ vu gy 


VU, ls= vl — vabop 
(6 一 105 ) 
U_ | 一 Up 一 DyL ap 


如 果 Uae= vs= 0 ， 则 三 维 协 变 导 数 与 二 维 协 变 导 数 的 表示 可 不 加 
区 别 。 z 
一 个 曲面 上 的 三 维 向 量 。 (是 x 的 函数 ) ， 可 以 把 它 分 解 为 
切面 上 的 和 法 向 方向 的 向 量 ， 即 四 
中 一 ESEU ESEs (6 一 106) 
或 
UV=Uv,E'=u 8 + v2 (6 一 :107) 
利用 式 (6 一 102》 一 《〈6 一 105) 各 式 ， 有 
v,a= (vla— vb Ea. + vu ipgs 
= (vg+v’T I,—v 08) 8, 


+(v3p 十 U by8) gs 《6 一 108) 
或 
vpn (Usa— vb) E+ vs lg 
一 (U。,6 一 Uy 三 26 一 UsDop) 区 
十 (Use 十 UyDp) 号 (6 一 109) 
及 


VU lagstv” (sg ,= (2 ls— vb)g.+vu gs 
(6 一 110》 
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Ds=U lg +t vs lg = (sty,0!) gt vs sg’ 
(6—111) 
如 果 v 是 曲面 上 的 向 量 (在 切面 和 内) ， 则 可 写 为 
VD,p—=U" pg 十 Dypgs 
一 |p8“ 十 Up 23 (6 一 112) 
类 似 地 可 以 建立 二 阶 张 量 协 变 导 数 公 式 ， 例 如 
Aih= A yt MITit ASTIst ASTYs+ ATY, 


《6 —113) 


如 果 是 曲面 上 的 张 量 ，A””= 4% 二 43= 0， 则 有 
A |,=A), = A,+ ABTs, + A“TS, 
A |,= A,,+ ASTs ,+ AT3,= A 60, 
(6 一 114) 
A 1, = 240 
A “|,= 0 / 
例题 1 在 一 半径 为 及 的 圆柱 面 上 ， 取 曲线 坐标 为 rz:= 9， 
zx“ 二 z 。 柱 面 在 币 卡 尔 直角 坐标 系 中 的 参数 方程 可 以 表 为 
Z 一 上 cog0， =ASsngb，2z 一 zz (a’) 
试 确定 9p，6。s， 上 ，HH (图 6 / 
一 4)》 。 
圆 福 面 方程 可 用 回 量 表示 为 
r=kcos0i+ Rsing)t+2zhk 
(6b’) 


0 (c ) 图 6 一 4 
注意 到 gs 是 垂直 于 出面 的 单位 辐 量 ，&8,= 二 8 ， 以 及 E11 x 2,== 
和 isgE ， 则 有 
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1 1 
8 ES 人 8 X 8, 


将 式 (6 一 73) 代入 ， 得 
£81 x £8, 


$s Gg ge 0) 
利用 式 (c’) ， 在 本 例题 中 有 
加 £, x 8, , 
2 7? 
而 z 
966 一 上 oo。 6,= Risin?0+ Rcos*0= FE? 
gs:—= 8:* 8:= 1 (f°) 
geo:— 9z0= 0 
于 是 


gs x g,.= (Rsingj+ Reos0i)/R=cos0itsingj(g’) 


由 式 (c’) 有 
/ 9g __ Ds 
56 Reos01— RsSINn0] 


_08, _ 1/ 
3 0 (7 ) 
O08, 0g8, 一 - 0 
OZ 9 


将 式 (g’) 、 (4’) 代入 式 (6 一 88) 得 
b,s=— Reos:0 ~ Rsin*0=—R 


b,..= 0 (7’) 
bo,—=b.,0= 0 
最 后 ， 由 式 (6 一 98’) 、 6 一 101) 得 
一 -1 :7 
K=0, HH 也 ( ) 
例题 ? 例题 1 的 圆柱 面 ， 有 曲线 坐标 取 为 X= Yy，X 一 z， 


试 重 作 上 题 。 
这 时 ， 参 数 方程 是 
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T=V Ri~y: , Y=Yy, 2=2: (a’) 
柱 面 方程 为 
r=V Ry ityjt+2zk- (> 


vy 。 。 
8 VR = 十 了 


£,=k ~ (c’) 
所 以 
RR? 
dr Ri 9::= 1 gy:= Iay= 0 (d’) 
及 
Fk / 
由 式 (ce) 、(e') 求 得 
Vv R2—y? 
£8; 二 R (> pp? 1 j+i) 
pa R22—y? 


.yy. , 
一 万 了 (f’) 
于 是 ， 由 式 (6 一 88) 可 求 得 


FR 
0 0::= 0， 0 一 0 一 0 (9g9’) 


最 后 ， 由 式 (6 一 98’) 、 (6 一 101) 求 得 


”二 | ‘/ 
K=0, FH 7 (h’) 


例题 5 在 球面 上 (半径 为 R) ， 取 坐标 x!=0，x:=g (图 
6 一 5) ， 而 参数 方程 为 
一 上 cogpcoq0，2 = 民 cosypgsing，>z> =Rsing (a’) 
试 求 goe，2。e， 开 ， 万 。 
由 式 〈c“) ， 球 面 方程 写 为 
r=Rcospcecosgi+ Reospsngj+ Rsnpgk - (b’) 
于 是 求 得 


- 。LU8。 


6 一 


go=— Rcos9singt+ Reospeost}j 


(C0) 
go=— Rsingcos0i— Rsingsn0j+ Reosphk 
所 以 
9eo= R’COS*P, ges—= RY, goo= gro= 0 (d’) 
OO 一 站 4C0OS 《ce 
由 式 (c’) 、 (le ’) 求 得 
-1 ss _ . . 
$83 = Ricogg 8; Xx go=COSPCOSOL+ cospsing3+ sinpk 
Cf ) 
而 
$8= ~ Reospcos 0i— Reoswsin gj 
Og _ . 、，， . 
36 =— Rcospcosgj— Reosp sngj— Rsingk 
(g’) 


O08, _ O08, _ : ? 1 
0-3 ksnopsingi— Rsngceoso0 


于 是 ， 由 式 (6 一 88) 求 得 
bso=— Reos:9, bss=— R, bs=6b,,= 0 (A’) 
氢 后 由 式 《6 一 98’) 、 (6 一 101) 求 得 


K= l ， 人 =— 


5 (i') 


| 一 
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附录 向量 计算 的 基本 知识 


第 一 六 基 本 概 念 


1. 标量 与 向 量 

一 个 完全 由 数量 就 能 确定 的 物理 量 或 几何 量 称 为 标量 。 

如 果 标 量 与 坐标 系 的 选择 无 关 ， 则 称 为 绝对 标量 《或 不 变 
量 ) 。 例 如 ， 物 体 的 质量 、 体 积 、 密 度 、 温 度 ， 力 所 做 的 功 ， 能 
量 ， 两 点 之 间 的 距离 和 时 间 等 等 。 我 们 主要 研究 绝对 标量 ， 本 书 
正文 中 除 特别 指明 者 外 均 为 绝对 标量 ， 今 后 ， 为 简单 起 见 将 “ 绝 
对 ”二 字 省 掉 。 | 

也 有 这 样 的 标量 ， 它 的 大 小 与 坐标 系 的 选择 有 关 ， 称 为 伪 标 
量 。 例 如 ， 在 第 三 章 第 一 节 所 遇 到 的 度量 张 量 行列 式 9 。 

标量 的 运算 遵守 初等 代数 的 运算 规则 。 

必须 用 一 个 数量 〈 大 小 ) 和 空间 的 一 定 方向 才能 完全 确定 的 
物理 量 或 几何 量 称 为 向 量 〈 或 矢量 ) 。 例 如 ， 位 移 、 速 度 、 加 速 
度 、 力 和 力矩 等 等 。 

看 来 ， 向 量 的 应 用 相当 广泛 ， 因 此 有 必要 研究 它 的 运算 规 
则 ， 主 要 是 向 量 代数 运算 和 解析 运算 。 这 就 是 后 面 我 们 将 要 研究 
的 内 容 。 一 般 说 来 ， 向 量 运 算 与 标量 运算 是 不 相同 的 。 它 的 基本 
方法 是 在 1880 一 1882 年 间 由 吉 布 斯 (Gibbs〉 发 展 起 来 的 。 

2， 向量 的 表示 方法 

根据 向 量 的 定义 ,在 采用 图 解法 时 ,用 一 个 带 箭头 的 线段 表示 
是 很 直观 的 。 例 如 用 OP 表示 一 个 向 量 ，O 表 p 
示 向 量 的 作用 点 ， 箭 头 指向 才 示 自 量 的 方向 ， ， 
OP 的 长 度 表 示 向 量 的 大 小 《图 附 一 1) 。 图 内 1 

在 分 析 运 算 上 常 采用 两 种 表示 方 湛 ， 带 稍 头 的 字母 ， 如 0, ， 
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已 及 粗 体 字母 ， 如 a ，b ， 本 书 采 用 后 者 。 向 量 的 大 小 ， 也 称 为 
向 量 的 模 ， 表 示 为 la| ， ib| 或 4 ，5 等 。 如 果 用 两 点 一 始点 和 
终点 表示 向 量 ， 如 前 面 的 OP 也 常 记 为 OP， 模 记 为 10PI 或 
OP。 用 两 个 字母 表示 的 向 量 不 用 粗 体 字 ， 而 用 箭头 。 

一 个 向 量 如 作用 点 固定 ， 则 称 为 固定 向 量 ， 和 如 作用 点 不 恩 
定 ， 可 沿 某 直线 滑动 ， 则 称 为 滑动 向 量 ， 如 无 确定 的 作用 点 ， 可 
以 在 保持 大 小 和 方向 的 条 件 下 自由 移动 ， 则 称 为 自由 向 量 。 

至 于 在 具体 问题 中 应 该 采用 什么 向 量 ， 则 取决 于 问题 的 物理 
性 质 或 几何 性 质 。 例 如 ， 质 点 运动 的 速度 和 加 速度 、 在 弹性 体 上 
作用 于 一 点 的 力 都 是 固定 向 量 ， 作 用 于 刚体 上 的 力 和 刚体 的 瞬时 
角速度 都 是 滑动 向 量 ， 而 作用 于 刚体 上 的 力 偶 窍 则 是 自由 向 量 。 

不 管 是 那 种 向 量 ， 我 们 都 采用 前 述 的 表示 方法 ， 因 为 这 样 方 
便 而 不 会 引起 混乱 。 

3， 向 量 的 研究 方法 

本 章 所 讨论 的 向 量 代数 运算 是 对 于 自由 向 量 的 。 但 是 ， 只 要 
有 明确 的 物理 含义 ， 也 可 以 用 于 其 它 的 向 量 ， 例 如 ， 可 以 对 作用 
于 弹性 体 固定 点 上 的 力 向 量 施行 合成 或 分 解 的 代数 运算 ， 只 是 不 
能 随意 的 移动 它 ， 再 如 ， 作 用 于 刚体 上 的 力 是 滑动 向 量 ， 可 以 像 
理论 力学 那样 把 它 移 出 作用 线 再 加 上 一 个 力 偶 矩 向 量 ， 然 后 把 它 
们 与 其 它 向 量 计算 。 显 然 ， 把 力 向 量 与 力 偶 矩 向 量 进行 运算 是 毫 
无 意义 的 。 

所 以 ， 后 面 的 分 析 不 再 区 分 是 何 种 向 量 。 

向 量 代数 的 研究 方法 可 以 分 为 丙种， 一 种 是 不 用 举 标 系 来 定 
义 运算 ， 另 一 种 是 在 坐标 系 中 进行 运算 。 前 一 种 方法 的 优点 是 ， 
它 不 依赖 坐标 系 ， 直 观 性 强 ， 易 于 采用 图 解法 。 不 依赖 坐标 系 这 
一 点 ， 符 合 物理 问题 的 基本 假设 ， 即 描写 物理 运动 或 现象 的 方程 
和 物理 量 不 应 当 依赖 于 所 选取 的 坐标 系 ， 因 此 ， 它 与 物理 本 质 显 
”得 非常 和 谐 。 后 一 种 方法 的 优点 是 具体 计算 时 比较 方便 ， 经 推广 
和 发 展 后 可 以 得 到 一 种 新 的 方法 ， 即 张 量 方法 。 张 量 代数 的 方 溉 
能 够 做 到 ， 在 特定 的 坐标 系 中 建立 物理 方程 或 物理 量 ， 而 得 到 的 
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结果 可 以 用 在 各 种 坐标 系 中 。 当 然 ， 这 种 方法 较为 抽象 和 形式 
化 。 这 两 种 方法 是 一 致 的 ， 在 应 用 中 都 会 遇 到 ， 因 此 将 都 给 以 介 
组 。 

”4， 零 向 量 。 单 位 向 量 。 相 等 向 量 。 相 反 向 量 

大 小 为 零 的 向 量 称 为 零 向 量 ， 记 为 D， 或 简写 为 0。 

大 小 等 于 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 。 如 a 是 单位 向 量 , 则 lal 一 1。 
如 1b1+ 0 ， 则 -已 是 单位 向 量 。 

如 果 两 个 或 多 个 ) 向 量 大 小 相等 ， 彼 此 平行 而 且 指 向 相 
同 ， 则 称 这 两 个 或 多 个 向量 彼 此 相等 。 如 图 附 一 2 的 向 量 a 
与 6 是 相等 的 向 量 ， 可 记 为 a 二 b。 以 后 对 相等 的 向 量 可 以 不 加 区 
分 ， 用 同一 的 符号 表示 它们 。 

如 果 两 向 量 大 小 相等 ， 相 互 平行 ， 而 指向 相反 ， 则 相互 称 为 
相反 向 量 。 例 如 图 附 一 2 中 的 a 与 c, 记 为 a= ~-c。 显 然 a 与 a 
是 相反 向 量 。 


SAA 


图 附 一 2 图 附 一 3 


5. 向 量 的 平行 移动 

根据 相等 向 量 的 定义 可 以 推出 ， 向 量 可 以 在 空间 关 平行 移动 
到 任意 其 它 点 。 如 把 向 量 沿 某 闭合 曲线 平行 移动 一 周 回 到 原点 ， 
则 与 原 向 量 重合 。 如 图 附 一 3 。 也 就 是 说 在 欧 几 里 德 空间 把 向 量 
从 一 点 平行 移动 到 另 一 点 ， 保 持 其 大 小 和 方向 ， 与 所 走 过 的 路 径 
无 关 。 


关 ) 指 通 和 的 欧 几 里 做 空间 。 
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第 二 节 向 量 代 数 
一 、 不 用 坐标 系 的 向 量 代数 


1. 回 量 加 法 
回 量 加 法 运算 的 结果 称 为 各 (或 几何 和 ); 。 河 量 a 与 的 和 
仍 是 问 量 ， 亦 称 合成 向 量 , 记 为 c, 它 的 定义 如 下 ， 将 6b 的 起 点 与 a 
的 终 扩 相 接 ， 则 以 a 的 起 点 为 起 点 ， 以 匡 的 终点 为 终点 的 向量 即 
为 癌 量 c。 显 然 ， 如 把 a 的 起 点 与 6 的 终点 连接 ， 蕊 可 以 得 到 同一 
个 问 量 c， 亦 即 与 次 序 无 关 《图 附 一 4) 。 因 此 可 以 记 为 
c=a+b=bta (1) 


图 附 一 4 


上 面 求 两 个 向 量 和 的 方法 称 为 向 量 加 法 的 三 角形 法 则 。 

我 们 也 可 以 采用 万 一 种 方法 求 和 。 即 将 a,p 取 共同 始点 ， 
并 以 aw，p 为 边 作 平 行 四 边 形 ， 通 过 两 向 量 起 点 的 对 角 线 就 是 合 
成 器 量 c ， 如 图 附 一 5 (a ) 。 这 个 方法 称 为 向量 加 法 的 平行 四 
边 形 法 则 。 根 据 这 一 法 则 ， 不 在 同一 个 平面 上 的 三 个 向 量 和 为 平 
行 六 面体 的 对 角 线 ， 如 图 附 一 5 (b) 。 


图 附 一 5 
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根据 几何 关系 很 容易 证 明 ，“ 三 角形 法 则 ”与 “平行 四 边 形 
法 则 ”是 等 价 的 。 

上 面 两 个 向 量 加 法 的 法 则 ， 可 以 推广 到 多 个 向 量 的 加 法 。 例 
如 ， 求 4，b，c 的 向 量 和 ， 可 将 这 些 向 量 诸 个 首尾 相 接 ， 由 封闭 
线 所 形成 的 向 量 d (图 附 一 6，a) 即 为 问 量 a，D，c 的 和 ， 记 
为 

过 一 如 十 六 十 ec (2) 

“上述 方法 称 为 向 量 加 法 的 多 边 形 法 则 。 / 

根据 多 边 形 的 几何 性 质 得 出 ， 向 量 和 的 模 小 于 或 等 于 各 疝 量 
模 的 算术 和 。 即 z 

la+b+cl<lal+ bj+lcl (3) 

如 果 求 和 的 各 向 量 按 向 量 加 法 的 多 边 形 法 则 能 构成 一 个 封闭 

多 边 形 ， 则 合成 向 量 为 零 向 量 ， 如 图 附 一 6 (b) 。 


图 附 一 6 


向 量 加 法 法 则 用 刚体 力学 的 力 向 量 可 以 给 出 物理 上 的 解释 。 
例如 ， 刚 体 受 两 个 方向 力 的 作用 ， 平 行 四 边 形 法 则 给 出 合力 的 大 
小 和 作用 方向 。 作 用 于 质点 上 的 力 向 量 多 边 形 封闭 表示 作用 于 访 
质点 上 的 诸 力 的 合力 为 零 ， 物 体 处 于 静止 或 匀速 直线 运动 状态 。 

向 量 加 法 服从 如 下 的 运算 定律 


(1) a+b=b+a (交换 律 ) (4) 
(2)a+bi+rc=(a+b)+cec 
二 a 十 (b+c) (结合 律 ) (5) 


加 法 运算 的 交换 律 和 结合 律 很 容易 根据 定义 用 图 解法 得 到 证 
实 。 z 
2. 加 量 减法 
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向 量 a 与 5 的 差 定义 一 个 新 的 向 量 ,用 c 表示 , 它 与 向 晤 6 ( 减 
数 ) 的 和 等 于 向量 a 被 减 数 ) ， 记 为 
c=a-b (6) 
利用 图 解法 ， 可 将 ag，b 两 呵 量 取 共 辣 始 点 ， 从 向 量 5 的 终点 
到 向 量 a 的 终点 引 一 向 量 即 为 所 求 ， 如 图 附 一 7 (a )〉 。 这 是 由 
于 a 二 c+b， 而 c=a 一 b， 然 后 按 加 法 作 图 的 结果 。 


, 
bp b -QQ-_b 
Ye 4 
. 从 
(a) (b) 


附 一 7 


由 直接 的 几何 作 图 很 容易 证 明 ， 、 
a—b=a+(—b) (7) 
外 ， 要 减 去 向 量 了 ， 可 加 上 它 的 相反 问 量 《一 5b》 。 如 图 附 一 7 
《5D)》 。 
由 此 显 见 ， 问 量 与 它 的 相反 回 量 之 和 为 零 向 量 。 即 
d+(—a)=0 (8) 
由 上 面 的 性 质 还 可 以 得 出 ， 在 向 量 等 式 中 的 某 一 项 ， 可 以 在 
变 号 后 从 一 端 移 到 另 一 端 。 例 如 ， 车 
atb+c=d (9) 
风 a+b=d—cec 
根据 三 角形 的 性 质 ， 显 然 有 
la-bl 二 lal — bi 
好 向 量 差 的 模 大 于 或 等 于 向 量 模 的 差 。 
根据 加 法 和 减法 的 法 则 ， 在 疝 量 平行 
四边形 中 ， 通 过 两 向 量 始点 的 对 角 线 为 向 
量 和 ， 通 过 两 回 量 终点 的 对 角 线 为 向量 
差 。 如 图 附 一 8。 
3. 标量 与 问 量 相当 的 乘法 


”215。 


问 量 a 号 标量 mm 的 乘积 仍 为 一 向 量 ， 记 为 ma， 新 问 量 的 指 
癌 不 变 〈 当 m 之 0 》 或 相反 (m 之 0，， 而 模 为 原 向 量 模 的 
倍 ， 即 

Imal = |m|l |al (11) 

右 1 二 0 ， 则 得 零 问 量 。 

恨 据 定义 ， 用 一 1 乘 向 量 则 得 到 相反 向 量 。 

标量 与 向 量 的 滋 法 服从 如 下 的 运算 定律 | 

(C1) | ma 二 am 《交换 律 ) (12) 


(2) m(na) 二 (mn)a 结合 律 》 (13) 
(3) (m+n)a=mai+na (14) 
(分 配 律 》 
m(a+o0)=mat+rnmb (15) 
上 述 定律 不 难 由 定义 直接 得 到 验证 
4. 问 量 的 点 积 


问 量 a 与 的 点 积 〈 亦 称 内 积 ) 是 一 标量 ， 定 义 为 此 二 向 量 
的 模 与 其 夹 角 余弦 的 乘积 ， 记 为 a* b， 即 


= la| |b| cos(a,b) (16) 
” 式 中 (a,b) 为 a 与 6 的 夹 角 。 若 置 (a,b)=0， 则 | 
GD ld lblcosg (0 0A) (16’) 


点 积 是 向 量 代数 新 定义 的 一 种 运算 ， 这 与 许多 物理 问题 的 要 
求 是 一 致 的 。 例 如 ， 在 计算 力 正 在 与 其 成 0 角 方 向 的 位 移 S 上 所 
做 的 功 《W) 时 ， 就 是 与 S 的 点 积 运算 ， 即 


W = |F| IS| cog0 (17) 
问 量 的 点 积 服从 如 下 的 运算 定律 ， 
(1) a，b=b. a (点 积 交换 律 ) (18) 
(2)a* (bi+c)=a.bia*.c (分 配 律 3 (19) 
(3) (ma).: (nb)= (mn)a.b (20) 


人 性质 《1) ，《3 ) 都 不 难 由 定义 直接 证 明 。 性 质 (2 ) 也 
可 由 图 解法 证 明 。 因 为 由 图 附 一 9 显然 有 


lal ib| cosa+ lal lcl cos B= ial (|b+cl eogy) 
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另外 ， 根 据 定义 有 


a*b=0o0(alb,. Ha 0, b=A0) (21) 
及 a*b= Ial ibi (a/b, Ha*0, b0) (22> 


显然 Qa。 a= lal 一 Ga (23) 


图 附 一 9 


5. 四 量 的 又 积 

向 量 a 与 b 的 又 积 〈 亦 称 外 积 ) 是 一 向 量 ， 它 是 这 样 定义 的 ， 
其 模 为 此 二 向 量 的 模 与 其 夹 角 正 吏 的 乘积 ， 其 方向 王 直 于 a 和 
所 在 的 平面 ， 且 与 a ，2 形 成 右手 系 《〈 图 附 一 10) 。 问 量 a 与 6 的 
叉 积 记 为 a xb， 根 据 定义 有 

laxbl=lal lbl sin(a, 的 = al lblsing (24) 

又 积 也 是 向 量 代 数 新 定义 的 一 种 运算 ，a xb 的 直接 意义 
是 ， 它 的 模 代 表 由 a 和 6b 所 构成 的 平行 四 边 形 面积 。 实 际 上 ， 现 
在 我 们 可 以 用 向 量 来 表示 面积 ， 向 量 的 模 代 表面 积 的 大 小 ， 向 量 
的 指向 代表 面积 的 法 线 方向 。 《图 附 一 10) 。 

力 兴 向 量 是 又 积 的 又 一 个 例子 。 设 平面 上 有 一 点 O 〇 和 作用 于 
4 点 的 力 了 ， 位 置 向 量 Q4 用 表示， 力气 名 
品 量 用 1 家 示 ， 则 


m=rxf (25) 
根据 定义 很 容易 验证 上 式 。 由 图 附 一 
11， 力 拢 兔 大 小 为 
Mi = (fln 图 附 一 1! 


式 中 丰 是 力 臂 ， 即 O 至 力 向 量 丰 方向 的 垂 线 ， 显 然 乘 积 |f| 等 于- 
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了 和 + 所 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 ( hh 是 平行 四 边 形 的 高 ;， 于 是 


Im| = |fi || sin (Tr, f) 
m 的 方向 与 | 用 h 的 转向 符合 。 于 是 可 得 式 (25) 。 
回 量 的 又 积 服 从 如 下 的 运算 定律 ， 
(1) a xb 一 一 bxa (又 积 交 换 律 不 成 立 ) (26) 
(2)ax(bi+c) 二 axbtaxc (分 配 律 ) (27) 
(3) (ma) x (nb)=(mn)axb (28) 


性 质 (1) ，《〈3 ) 很 容易 由 定义 直接 证 明 ， 性 质 (2) 的 
证 明 稍 许 麻烦 一 些 ， 我 们 在 本 节 的 下 一 部 分 进行 。 
” 另外 ， 由 定义 还 很 容易 证 明 


axb=0 (a/b, a 0, bz 0) (29) 
la xbi= |al I6| (alLb, a 0, bF0) (30) 


6、 回 量 的 混 积 

三 个 癌 量 a，65，c 的 混 积 是 一 个 标量 ， 定 义 为 a。(b xc)， 
有 时 记 为 La，D，c]。 

首先 我 们 证 明 ， 混 积 等 于 以 组 成 向 量 a，b， c 为 边 的 平行 六 
面体 的 体积 。 

由 图 附 一 12， 若 平行 六 面体 的 底面 积 为 9， 则 S= jb xcl。 
车 nn 是 平行 四 边 形 48CD 的 单位 法 向 量 ， 则 bxc= lbxcln 
令 a 的 终点 在 平行 四 边 形 4B8CD 之 上 的 高 度 为 hk ， 则 a. n= 有。 
于 是 ， 平 行 六 面体 的 体积 

V=hS=a.n(lbxcl) 一 一 一 一 一 一 一 一 

=a*. (lbxcln) bxc 《人 人 
Q。(PxC) 

所 以 

Q， (xc)= 士 六 (31) 
式 中 欧 正 负 号 ， 视 a 与 n 的 夹 
角 ， 锐 角 取 正 ， 钝 角 取 负 。 
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二 、 用 坐标 系 的 向 量 代数 


这 一 段 里 ， 我 们 在 笛 卡 尔 直角 坐标 系 里 研究 向 量 的 代数 运 
算 。 全 部 采用 右手 坐标 系 。 

(一 ) 向 量 的 合成 和 和 分解 

根据 向 量 代 数 的 平行 四 边 形 法 则 ， 空 间 任 意 三 个 不 共 面 的 回 
量 总 可 以 相 加 《合成 ) 一 个 向 量 ， 绪 采 是 唯一 的 。 反 过 来 ， 也 可 
以 根据 需要 把 一 个 向 量 进 行 分 
般 。 但 是 ， 分 解 不 是 唯一 的 。 例 
如 ， 图 附 一 13 中 的 向 量 uw， 可 以 
分 解 为 4 和 b， 也 可 以 分 解 为 c 和 
d, 其 中 的 每 一 个 还 可 以 继续 分 
解 。 


(二 ) 向 量 的 正 交 分 解 。 单 
位 基 回 量 

和 若 把 一 个 向 量 按 三 个 相互 牌 直 的 方向 分 解 就 称 为 正 交 分 解 ， 
例如 在 币 卡 尔 直 和 角 坐 标 系 中 可 将 向 量 按 坐 标 办，y ，z 方 向 分 
解 。 如 图 附 一 14 (a 表示 一 个 位 置 向 量 r〈 从 坐标 原点 到 空间 
某 坐 标点 的 向 量 ， 亦 称 向 径 ) 的 分 解 ， 它 在 每 个 坐标 轴 上 的 支 疝 
量 都 可 以 用 单位 向 量 与 向 径 投影 之 积 表示 。 如 用 i, 了 , 有 表示 2z， 
y，z 坐 标 轴 上 的 单位 回 量 ， 方 向 与 坐标 轴 的 指向 相同 ，7 在 坐标 
轴 上 的 投影 为 xz，y，2z， 则 
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r=x1i+yj+2zk (32) 
对 于 任意 向 量 Q， 同 样 可 以 分 解 为 
a=a,ii+a,}+a,k (33) 


式 中 ， G.，q，aG, 是 a 在 XX ，y，2 轴 上 的 投影 。 如 图 附 一 14 
(b)s 


(三 ) 坐标 系 中 的 向 量 代数 


1. 加 法 

a=a,i1+a,j+a.k (34) 

b=b,it+b,j+b,k : (35) 

c=a+b=(a. + )it(atb)j+(la.+b)k (C360) 
所 以 Cs=a,+b,, Cy=ay+6,, c,=a,+5b, (37) 

2. 减 法 | / 


d=a—b=(a,—b)i+(a,~b,)j+(a,.—b)k 《38) 
所 以 ” 4d,=a, 一 b,，d,=4a, 一 

by,, d.=a,—b, (39) 

问 量 加 法 (或 减法 ) 的 图 解 
(平面 情形 ) 如 图 附 一 15。 

3. 后 积 

注意 到 i， 了 了 ， 上 是 相 下 正 交 
的 单位 向 量 ， 根 据点 积 的 定义 ， 
有 


1°i=]j.7=k.k=1 
， (40) 
1.]= :k=k.1i= 0 
于 是 
a:b=(a,1+a,j ta,.k).(bitb,j+6,k) 
=a,.60,.+ayb,+a,b, (41) 
即 两 个 向 量 的 点 积 等 于 它们 在 坐标 轴 上 同类 投影 之 积 的 代数 和 。 
相同 两 问 量 的 点 积 为 
\ai “=a.d=a:+a:+a? (42) 
所 以 lal=V a:+a?;+a? (43) 
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同 理 一 Ib| =V bi+02+07 . (44) 
由 式 (16) ， 有 : 
^ cp 
cos (a, b) = -Jaf or z (45) 
或 
^ a.b,+ayb,t+a,b., ， 
0 D) antagras V DTITDY (45) 
这 就 是 向 量 a 与 b 夹 角 的 关系 式 。 


4. 及 积 
注意 到 ?1，7， 有 是 右手 系 相 互 正 交 的 单位 基 向 量 ， 根 据 叉 积 
定义 ， 有 
ixI=k, jxk=i, kxi=] 


(46) 
z jxi2=—k, kxj=—i, kxi=—} 
及 
ix1i=j)jxj=kxk=0 (47) 
于 是 有 
c=axb=(a,iia,]| tak}x(b itb,j+b.k) 
= (gb,— ab)it (ab,—ab)jt(asb,—asb,)k (48) 
所 以 


Cc,.=a,b,—a,b,, cy 一 40:0- 一 0.0.， 
C .一 C .pb 一 GD (49) 
式 (48) 也 可 以 写 为 行列 式 形 式 ， 为 


\ 1 JJ 了 玉 
axb= la, a, a, : (48’) 
b. b, D， 
它 的 模 为 
\a Xb 


V (0 oo) Trad -ab Trad ab (50) 
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车 a/b，a xb= 0， 由 式 (49) ， 有 


avb,—a,by= 0 9 4G.pD. 一 0-0.= 0 9 a,.b,~a,b,= D 


或 


Ur Uy 0G, 
b, bb, b 


即 两 个 平行 的 向 量 ， 对 应 的 投影 成 比例 。 
下 面 证 明 公 式 (27) 。 首 先 计算 等 式 左边 ; 
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ax(p 上 +c)=(ez+av7+a,R)T(D +e)i+(b,+c,)s 


+ (b,+c,)Rk] 
=[ag(b,+c,)—a,(b,+c,)i 
tf[as(bs te) 一 ao(p+coD)]7 
+[a.(bytcey)—a,(b,+c.)Jk 
等 式 右 边 
axb+axc=(a,b,—a.by)i+(a,.b,—a,.b.)j 
+(a.b,—ab ki+(ac—mac)i 
+(a:c ac.)j+ (a.cy— auc.)k 
=[ay(b,+c,)— a.(b,+ ec) i 
+[a.(b,+c,)—a,.(b,+c.)]i 
| +[a(byt+c)—a(bstce) Rk 
对 比 上 二 式 右 边 完 全 相等 ， 式 (27) 得 证 。 
5. 混和 积 
利用 式 (48) ， 有 
G* (DxcC)=(at+ajt+a,k).[(bc,— b,c,)i+ 
+ (bc ~ b,c) +(b,cy— b,c,)k) 
=a(byc.~— bcy) tab,c,— b,c,) 
+a,.(b.c,— b,c,) 
等 式 右边 可 写 为 行列 式 形式 ， 于 是 有 
a, 
a (bxce)=| b, b, b, | 


| C, Cy C 


(52) 
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由 此 及 行列 式 换行 〈 或 列 ) 性 质 ， 可 以 证 明 : 
a.:(bxc)=axb.c (53) 
及 a (bxc)=b.cxa)=c. (a xb) 
由 式 (52) ， 不 共 面 三 个 向 量 的 体积 还 可 妃 写 六 


ds Gp da, 
V=I6, b, D， (54) 
CC C 


如 果 三 个 向 量 共 面 ， 则 大 = 0， 
(四 )》 同 量 的 方 问 余 弦 
设 问 量 7 与 三 个 坐标 轴 的 夹 角 为 4, 8 , 7， 由 图 附 一 14(a )， 
显然 有 : 
/ z= |]r|1, y= |rim, z= |r|n (55) 
武 中 1 =cosa，1 一 cog 有 8，2=cos? 称 为 方向 余 弱 。 由 
| 六 | 一 2 十 2 十 2 
并 将 式 (55) 代入 ， 得 
/2 十 92 十 202 一 1 (56) 
对 于 任意 向 量 a (方向 余弦 为 /，m，n)， 有 
a= lal (cosati+ eos BI + cosyk) 
或 a= lal (1+-mj+nk) (57) 
类 似 地 ， 向 量 5 (方向 余 避 为 /，m’, mn’) ， 有 
b= bl (+m’ ?+n k) 
由 式 (45) 求 得 。 


| cog (a, b)=Il’ +mm’ +nn’ (58) 
所 以 ,车 a//b， 则 
li’+mm’ t+nn’= 1 (59) 
在 4Lp， 则 | 
lI’+mm’+nn’ =0 (60) 
CE》 闪 款 虚 换 


器 量 a 在 坐标 系 ozxyz 和 和 oz’y'z 中 的 投影 ， 或 称 为 分 量 , 分 
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别 用 a,， Gy G. 积 Gu。 Udy/, 40./ 表 不 。 二 维 情形 如 图 附 一 16 所 
示 。 
现 已 知 新 坐标 系 ox'y 2 的 单位 基 问 量 在 旧 标 系 oxyz 的 方 


向 余 苞 ， 列 表 如 下 ， 


“7 ) 
y (I) 


gs (k’) 


(61) 
求 9.1，ay’， 0: 与 G.，darw 0: 的 关系 。 
由 式 (57) 求 得 ， 任 何 一 个 单位 向 量 
itmitnk 4 
(62) 
由 此 ， 可 以 把 :，73，k 在 新 
坐标 系 中 表 为 
i=l +1,) +lsk’ 
j=m1i’ 十 和 下 十 和 要/ 


Raeni’ +n,j +nsk’ (63) 
向 量 a 在 新 坐标 系 表 为 
Qa=a,/i’+ay,/j’ +G,./k’ (64) 
在 上 昌 爸 标 系 表 为 


a—a,ii+a,j+a,k 
将 式 (63) 代入 ， 得 
a=a(lit +1’ +lk’)+ta,mi’+m,i’ +m,k’) 
+a,(ni +n,j’ +nsk’) 
一 (az Ta Ta: Ad Ta 二 an 了 
+ (alstams+a,.ns)k’ 


与 式 (64) 对 比 ， 得 
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a./=G.l taym+i+a.n 
Gy/=a,l;,+aym,+a,n, (65) 


G /一 G.1 tayms+a,ns 


或 写 为 矩阵 形式 
| Gs/ Il| m!: ni a, | z 
Gy’ | 一 | 1 m, 1, Gy (65°) 
ga,/ ls 1 7s 0a, 


式 (65) 或 (65') ,就 是 在 坐标 系 进行 旋转 变换 时 风量 分 量 的 变 
换 公式 。 

根据 式 (54) 和 (63) 知 ， 方 向 余弦 的 行列 式 代表 单位 立方 
体 的 体积 ， 即 
l,m, nn 


二 1 六 0 (66) 


l,m, 1, 


ls ms ns 


所 以 由 式 (65) 可 以 有 反 解 出 a,， dy» Us 用 矩阵 表 为 


(67) 


| a, : [i 1， 1 ,1 ] 
中 一 mm 说 ?1s 


G。 8 ?72 ns 


引用 


Hk 


| l,m: n 


wl I, m, n, 


[sm: Hs 


| 


{ta 一 Go; 


则 有 

{a}=[AJia} (65”) 
及 {a}=[4h7]{a 《677) 
显然 
[A7]=[A 


亦 即 变换 矩阵 [143 是 正 交 上 拒 阵 ， 所 以 在 上 述 的 坐标 旋转 变换 中 固 
县 的 变换 是 线性 正 交 变 换 。 


1. 回 量 的 导数 
设 (t) 是 依 束 于 单 变量 1 的 
函数 ， 其 中 变量 + 是 个 标量 。 对 
于 + 的 每 个 值 都 存在 一 个 相应 的 
问 量 巡 。 当 自 变量 从 +t 变 到 + 十 
人 Lt 时 ，%2 的 增 量 (图 附 一 17) 为 
AvV=Vt+At)— v(t) 


如 果 存 在 极限 
dV ,AAV vt+tAt)—v (1) 
a in a $68) 


则 称 为 河 量 w(t) 对 于 标量 t 的 导数 。 / 
名 附 一 17 上 的 曲线 s 是 当 + 变化 时 2 的 矢 端 曲线 。 增 量 Aw 


2 ) 显然 是 个 向 量 ， 它 的 方向 是 矢 端 曲线 的 割 线 方向 ， 当 
At-> 0 时 ,向量 一 的 方向 是 矢 端 曲线 的 切线 方向 ， 指 向 + 增加 


的 一 方 。 
如 忆 表 为 
CDE (a) 
则 加 量 的 导数 还 可 以 表 为 
dw dv, ， ,dv, ， dv, 
ra ta itare 09) 
例如 ， 质 点 的 位 置 是 时 间 上 的 图 数 ， 即 
r(t)=7r(t)1+y(t1)I3+2(t)Rk (b) 
则 速度 回 量 为 
_dar dz dy . ， dz 
=y,L+vu,jt+v,k (c) 
加 速度 问 量 为 
dvw dr ， dy dz 
a qr +a) taret 
一 Ga 二 Ga 天 (dy 


2. 问 量 的 微分 法 则 
d(a+b) da ,ab 


(1) a a ar 《701 
(2) M0) -9 (m 为 浓 数 ) (71) 
(3) GD) a + be (72) 
(4) EDa x + xb (73) 
(5) PO pI Ig (p=p(h)) .74 


上 面 这 些 公式 的 证 明 与 普通 微 积 分 中 相应 公式 的 证 明 完 全 一 
样 。 例 如 式 (73》 可 以 证 明 如 下 ， 
A(axb)=(a+Aa)x (b-+-Ab)—axb 
-axbtaxAb+-Aaxb+AaxAb—axb 
~axAb-+-Aanxb--AaxAb 
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于 是 


Al(axb)_ ~Ab .Aa Ab 
At Ai At At 


sax). lim A b) |、 (a _ Ab ) 


本 一 和 和 上 一 基站 


+ lim (A x b )+ tim ( Aa x 2 ) 


页 六 一 可 号 一 向 


db da db 
I ta +o0x* -i 


| 关于 向量 的 偏 导数 的 规则 与 普通 微 积分 类 似 。 例 如 ， a= 
a(z,y),，b==b(x,y)， 则 有 


= Xx 


ob oa 


9 二 二 虽 
52 ob) 四 Br ep b / (e) 
0? ，、 0 0 0 ob 
ER ER i 
oa \ ia. ob 9a. 8%, oa .9b 
tr" (= a dyOr "dy x or 9y 
Oa z 
+ (Cf) 
3. 问 量 的 积分 | 
设 一 向 量 v (tt) 是 标量 t 的 函数 ， 如 果 存 在 问 量 w(t) 使 得 
du _ 
J (75) 
则 u(t) +c 称 为 (1) 的 不 定 积分 ， 记 为 
、 (CDdt=uCD+c (76) 
式 中 c 是 常 回 量 ， 若 回 量 忆 ( 六 用 基 问 量 表 为 
Ut)=U tL vt) I tv (tk (9) 


则 有 
(owar=ilo. a + EAGEL + AEAGLL 


(77) 
定 积分 的 形式 是 
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| 0Ddt=udo 一 at (78) 
定 积 分 可 以 定义 为 向 量 和 的 极限 
| (0Ddt= lm Do) (irs—t) (79) 


其 中 t ,在 1 与 1 之 间 ， n ->00 时 ， 所 有 的 差 1;,, 一 !, 趋 于 零 。 
普通 积分 计算 的 某 些 关系 式 在 这 里 仍然 可 用 。 例 如 ， 分 部 积 


分 公式 
|ax di=ax b -| xbdt : (80) 

等 等 

4. 线 积分 

一 个 向 量 fj(z,y ,3)》 沿 一 曲线 < 从 点 已 ,到 已 :的 线 积分 1， 定 
义 为 了 在 曲线 的 切 向 分 量 的 定 积 
分 ， 即 

1=| "fdr (81) f 


] 


式 中 ,dr 是 c 上 点 位 置 向 量 的 微 
分 。 (图 附 一 18) 所 五 位 置 癌 景 


附 一 18 


r 和 向 量 f 分 别 表 为 < 
r(xr,y,2)=7ri+yj+zhk (£1) 
f(r,y,2)=/,1+f,I+f.k 《7 ) 
则 式 〈81) 可 写 为 分 量 形式 
D1=| fadr=) fedzt+fudy+tfd? (817) 


如 c 是 闭 围 线 ， 则 记 为 
7 = 中 fudr = 中 fdr+fudyt+f.dz (82) 


并 称 为 向 量 f 关 于 。 的 环 量 。 


5. 面积 分 
设 $ 是 一 双 侧 曲面 。 任 选 一 侧 作 为 正 同 〈《 若 5S 是 闭 曲 面 取 交 
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外 指向 为 正 ) 。 取 正 向 一 侧 上 任 一 点 的 单位 向 量 为 有 。 如 图 附 一 
19。 

设 向 量 ds 的 模 为 
”曲面 面积 微分 ds; 方 问 
与 14 一致， 即 微 元 面积 

(简称 面 元 〉 问 量 
ds=nds 
(7) 
而 a 是 任 一 向 量 ， 则 积 
分 


是 一 种 形式 的 面积 分 ， 即 向 量 a 在 曲面 法 线 方向 的 分 量 的 面积 分 ， 


时 
aoi+aj+aR (4) 
n=litmitnk | (C1) 
于 是 有 0 
J = ‘Nds = J Ids+a,mds+a,nds (83") 


各 果 由 面 。 是 革 亲 的 ， 积 分 号 用 人 或， 后 者 在 不 致 与 线 积分 混 
少时 用 。 同 样 | 也 可 用 | 。 


还 可 以 定义 其 它 形式 的 面积 分 ， 如 | Jonds, | | qa x ds 等 


等 。 
6， 体积 分 
向 量 a 的 体积 分 表 为 7 用 er 与 普通 积分 一 样 定义 ， 


在 不 能 引起 混淆 处 人 也 可 用 [代替 
V Vr 


(83) 


称 为 向 量 a 在 曲面 $ 上 的 通 量 。 式 (83) 也 可 以 写 为 分 量 形 式 这 
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、 梯 度 、 散 度 和 旋 度 


1， 标量 场 的 梯度 
设 标 量 函 数 册 zz ，2， z) 在 空间 某 区域 有 定义 且 可 微 即 5$ 是 
一 个 可 微 标量 场 。 而 7 = zi1+ yj+zk 是 位 置 问 量 。 定 义 


Ox 
为 标量 场 4 的 梯度 ， 记 为 grad 5。 于 是 
gradd=-SC i + -39 +-S 《84) 


”车 引 用 向 量 微分 算 子 V〈 读 作 4 二 轴 拉 ” (nabja)》 ， 它 定义 
为 


_ 0, 0 . 6, .0 ，D 0 
Y= 7!+ 3 11 ok = 1 + Rh- 
(85) 


亦 称 为 梯度 算 子 或 哈密 顿 (Hamilton) 算 子 。 这 时 ， 梯 度 可 以 写 


grad $= vy¢= (i 十 i + )# (84’) 
为 了 了 人 解 梯 度 的 物理 意义 ， 我 们 求 5 的 全 微分 ， 并 注意 到 


dr=dzrit dyj+dzk (86) 
有 34 94 94 
d $= 了 dx 十 3 dy 十 doar (87) 


名 [4 一 了 两 边 对 + 求 导数 ， 得 


db yg .dr (88) 


上 式 有 边 恰好 是 梯度 yg 在 dr 方向 的 分 量 ， 因 此 ， 梯度 向 量 
9yg 在 任 一 方 问 dy 的 分 量 是 dg 对 ”> 的 导数 ， 称 为 方向 导数 。 或 者 说 
标量 请 数 g 在 某 个 方向 的 方 问 导数 就 等 于 4 的 柳 度 同 量 Yg 在 该 方 
名 多 分 晤 。 最 然 、 若 09 与 4dr 平行 ，d9$ 取 得 最 大 信 ， 若 V0 与 d7 
其 直 则 d4$ 为 零 。 

2、 向 量 场 的 散 度 
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设 回 量 国 数 避 (zy 2) 一 v.14 十 Yj 十 vk 在 空间 某 区 域 有 十 
义 且 可 微 , 即 史 是 一 个 可 微 同 量 场 。 定 义 V: ?为 同 量 扬 避风 散 度 ， 
记 为 diy DD。 于 息 

OV, ， Ov, 0v, (89) 


(i 区 W 党】 二 -- 一 -一 一 一 一 -全 


Ox dy OZ 
因为 散 度 定义 为 向量 Y 
与 向 量 % 的 点 积 ， 所 以 
得 到 的 是 标量 场 。 
通过 下 面 的 例题 可 


以 了 解散 度 的 物理 意 
又 。 Y 


设 流体 在 任 一 点 的 
流速 是 U(x,y,z)， 试 
求 单位 时 间 内 流 过 包 力 
某所 (x,y,2) 的 单位 体积 的 补体 是 多 少 1 

包围 点 作 一 微 元 平行 六 面体 ， 如 图 附 一 29， 了 位 于 中 心 。 

PP 所 处 速度 wv 在 7 方向 的 分 晤 =v， 

AFED 中 心 速度 vo 在 x 方向 的 分 量 二 v. 一 一 

GHCB 中 心 速度 vw 在 x 方向 的 分 量 =v, + 二 全 二 Ax 

单位 时 间 通 过 4 让 ED 的 流体 体积 

= (一 亏 St: Ar )AyAz 
单位 时 间 通 过 G 日 CB 的 流体 体积 
=(», + Dos Ax )AyAz 
在 x 方 回 单 位 时 间 从 微 元 体 流出 的 流体 体积 = 


(0. a 7) AvAz — (于 vs Ar )AyAz 


图 附 一 20 


Ot, 
一 一 -ArAyAz 
OY 


司 再 ， 在 ! 方向 和 > 方向 单位 时 间 从 微 元 体 流出 的 流体 体积 分 别 
为 So AzAyAeMy: AxAvA~。 于 是 ， 单 位 时 间 在 单位 空间 体 


232。 


积 肉 流出 流体 体积 的 总 量 为 
OL, Ov Ov,N 

- ArAvA 
(S++ ) AyA? 
ArAyA2> 


上 面 的 式 子 仅 当 平行 六 面体 缩 向 点 ， 使 Axz，Ay，Az 趋 于 


等 时 ， 才 是 精确 等 式 。 
所 以 散 度 表 示 单 位 时 间 单 位 体积 所 流出 流体 的 体积 。 
对 于 不 可 压缩 流体 ，Vm= 0 意味 着 流入 的 等 于 流出 的 ， 里 
面 没 有 源 和 沟 ， 表 示 流 体 连续 不 断 的 流 过 ， 因 此 称 为 不 可 上 讨 缩 流 
和 体 的 连续 性 方程 式 。 散 度 为 零 的 疝 量 场 ， 例如 2 称 为 管 量 场 (无 


源 场 ) 。 
3， 向 量 场 的 旋 度 
设 v 是 一 个 可 微 向 量 场 ， 定 义 Vx 2 为 向 量 2 的 旋 度 ， 记 为 


Cm ) 


—div UYU 


rot wo 或 cuni 必 。 于 是 / 
/Ov: Ov,\N: , /Ov, Ov,\; 
: tw =Vx 0 (Te -人 i+ (人 3 )i 
9v, _ 9uz i 
+ (3 Ov )s 
为 旋 度 定义 为 向 量 V 与 向 量 v 的 又 积 ， 所 以 得 到 的 仍然 是 向 量 


(90) 


场 。 
通过 下 面 的 例题 可 以 了 解 到 旋 度 的 物理 意义 。 
设 转 动 液体 的 线 速度 为 m， 它 与 旋转 角速度 向 量 @ 的 关系 可 


表 为 = 二 @ xr， 试 求 同 量 的 旋 度 。 
根据 旋 度 的 定义 和 叉 积 的 运算 规则 ， 有 
i 了 k 
QW, WD, OO, 


rr YY 2 


rot Vw—=V xV—=Vx(@xr)=yx 


=VYxX{(02— OI or O02)j+ (v0,y— wr)hk 


i 7 k 
0 0 0 
OZ Ou OZ 


e 0 


一 2(o.itooj + ok) 


于 是 at (C1) 


0 


2 


这 一 结果 指出 ,向 量 场 的 旋 度 , 与 场 的 转动 性 质 有 关 。 rot = 
的 向 量 场 刀 称 为 无 旋 场 《有 势 场 ) 。 

4. 第 用 的 包含 V 算 子 的 关系 式 

(1) VIG+H) =vV$+ Vv, pyrad (b+) 


=grad $+ grad vy (91) 
(2) VG$)=6vVP+ YG, grad ($Y) = grad y 
+y grad yg (92) 
(3) v:(a+b)=v'ai+v.b, 即 div (a+b) 
-diva+divp (93) 
(4) yx (a+b)=Vxa+y xp， 妈 rot(Qa 十 忆 ) 
一 rot a-ictb (94) 
(5) V:($a)= (VO):a+p(V:a) C95) 
(6) Vx (ba)= (VO)xat+g$(vVxa) (96) 
(7) VvV:(axb)=b.(Vxa)—a:(yxb) (97) 
(8) vx (axb)=(b'v)a-bly:a)— (a:v)b 
+a(vV:0) (98) 
(9) yl(a:b)=(b.VWat(a.v b+bx(vx a) 
+axt(vxb) (99) 
40) Vv"(V 和 )=V$= 全 和 + 信和 + (100) 
V7 = > rt -9 就 是 通常 的 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 


(11) vx (V9) = 0， 即 5 的 梯度 的 旋 度 为 零 。 (101) 
(12) Vy'(V xa) 二 0， 即 & 的 旋 度 的 散 度 为 零 。 (102) 
(13) Vx (Vxa)=V(V:a)— va (103) 
(14) Ver= 3 (104) 
(15) Vxr=0 (105) 
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以 上 名 式 可 以 根据 定义 直接 证 明 ， 式 中 的 $, % 是 标量 函数 ， 
a, b 是 问 量 冰 数 ， 而 ?=xi+yj+zk, 


三 、 几 个 重要 的 积分 定理 


1. 高 斯 (Gaus:) 散 度 定理 

设 广 是 由 任意 闭合 曲面 $ 所 围 的 体积 ， 必 是 在 域 上 有 连续 和 导 
数 的 问 量 函 数 。 这 时 ， 高 斯 散 度 定理 叙述 为 , 向 量 函 数 忆 的 法 向 
分 量 治 闭合 曲面 9 的 面积 分 ， 等 于 忆 的 散 度 (divz) 在 S 所 围 体积 
天 上 的 体积 分 。 即 


由 ds -= vw.nds = 和 ear (106) 


式 中 nt 是 S$ 的 正 ( 回 外 〉 单 位 法 回 量 。 在 不 引起 混淆 时 ， 也 可 用 
| 2 天 代 堆 四 | )dV, 用 中 代替 


下 面 证 明 散 度 定理 。 册 图 附 一 21，S 是 一 闭合 曲面 ， 设 任何 
平行 于 坐标 轴 的 直线 与 S$ 最 多 有 二 交点 〈 多 于 两 交点 的 曲面 可 以 
分 割 为 满足 此 条 件 的 子 域 ， 分 别 证 明 再 加 起 来 即 可 〉。 用 平行 于 
z 和 白 的 柱 面 将 5S 分 为 3 1 和 3S; 两 部 分 ， 对 应 的 曲面 方程 分 别 为 z= 
1 zy) 和 > 一刀 (zy)， 它 们 在 oz 坐标 面 上 的 投影 用 尺 表 示 。 
考虑 体积 分 z 


VD Wi (x, 9) 
nf 


i 
| ~、 


Vay r 


”图 出 一 21 


上 = 州 党 
J ee 
= J) ya 


一 Vs(7Z， 2 ， f) Jdzdy 


对 于 上 部 分 $;, 续 向 量 m; 与 k 交 成 锐角 , 所 以 dxdy= cosy:ds: 一 
,Rds,， 对 于 下 部 分 $1， n 与 k 交 成 钝 角 , dxdy= 一 cosY1d5> ， 
二 一 k.nidS,。 攻 有 


Jjo.lsy, fyasdy as 


= zcltyadz 


drdy 一 人 way7a 
PR 


ACH RLELE 一 -jukends, 


及 
jjo.tesy fy drdy -jo fdrdy 


可 Me 十 J kemas, 
= nds 


es 


间 样 ， 若 把 S 投影 到 其 它 两 个 华 标 面 上 ， 有 


| Sv vi.nds 


z 用 3 dV =Puiends 


vk.ndS 
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将 最 后 三 式 相 加 ， 得 
oO。 Ovy 9V，: 加 ， 。 
名 5 二 + 32 )ar = Pir vit nds 
- 到 人 时 ear = bo.nas 《证 毕 ) 

如 果 把 向 量 几 作为 运动 流体 的 速度 ， 散 度 定理 的 物理 意义 就 
十 分 明确 。 由 式 (m) ， 人 人 7 .wd 表示 每 秒 钟 从 S 里 所 有 体积 元 
素 流出 流体 的 总 体积 ， 而 必 .ndS 表示 每 秒 钟 从 闭合 曲面 5 流 
出 流体 的 总 体积 。 


2， 格林 (Green) 定 理 
利用 散 度 定理 可 以 推出 物理 、 力 学 中 非常 有 用 的 两 个 定理 ， 


中 va as= 作 [vs4+vm ga 
| (格林 第 一 定理 ) (07) 
Dovve-dvw.as=({ {Cv $y)dy 


(格林 第 二 定理 ) (108) 
式 中 办 ，% 是 位 置 从 标的 函数 ， 定 义 在 由 闭合 曲面 所 包围 的 某 个 
区 域 上 ， 具 有 所 需要 的 连续 偏 导 数 。 现 证 明 如 下 ， 
在 散 度 定理 中 ， 置 w= 二 v4$， 则 


由 wv $y nds = 中 ov dS = 人 作 ev 内 dF 
但 VWVY@)=YV VD + VD 7 有 二 0V $+ (VD (VD) 
卜 有 

(wot.as =|| jcvvs+ (VP (VA IAV 


矿 


这 就 证 明了 格林 第 一 定理 。 在 上 式 中 交换 内 ，y 可 得 
gvw) ‘dS =)))cov’r + (VO (VW JdV 


Yr 
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从 前 式 减 该 式 即 得 格林 第 二 定理 。 
如 果 注 意 到 
V$'n=-Se., Vy:n = (109) 
式 (107) ， (108) 还 可 以 写 为 
hy SY ds = 上 fcsvze+ (VP (VE) IadY (107’) 


fp[ ~ $ SY Jas = J jcyv:g $v"yary 
5 (1087) 


及 


3. 斯 托 殉 斯 (Stokes) 旋 度 息 理 

设 C 是 一 简单 闭合 曲线 (不 交叉 )》，S 是 以 C 为 界 的 非 闭合 
曲面 ,vw 具有 连续 的 一 阶 导数 。 这 时 , 斯 托 克 斯 定理 叙述 为 ， 向 量 
函数 的 切 向 分 量 沿 一 简单 闭合 曲线 C 的 线 积分 ， 等 于 2 的 旋 度 
(rotg) 的 法 向 分 量 在 以 C 为 边界 的 任何 曲面 S 上 所 作 的 面积 分 。 


如 中 wdr = xo .nds=||(V x wds (110) 
s z 


Ss 


式 中 ， 围 线 积分 沿 C 取 
正 问 。 沿 线 C 的 正 向 是 
这 样 规定 的 ， 当 观察 者 
沿边 界 行 进 时 ， 刀 头 的 
指 问 与 曲面 正法 线 方 向 
一 致 ， 则 曲面 S 总 在 他 
左 侧 时 为 正 。 现 证 明 如 
下 ， 
假设 5 在 各 坐标 平 ~ 

面 上 的 投影 是 由 简单 闭合 曲线 国 成 的 区 域 (车 不 满足 这 一 条 件 ， 
可 将 S 分 为 若干 个 满足 条 件 的 区 域 ， 分 别 证 明 后 相 加 ) ， 玉 是 S 
在 ez8 平 夯 上 的 投影 ,三 是 尺 的 边界 线 ， 正 方向 与 C 相同 ,如 图 附 
一 22, 假 定 S 有 表达 式 z 二 f(x,y) 或 7 二 g(y,z) 或 y 一 A(z,z)。 


"238。 
首先 将 式 〈110) 中 的 面积 分 展开 ; 
fvxw nas=|jcv x (vi+v,I vk) .nds 


上 式 右 端 第 一 个 积分 可 以 化 为 


1 了 
Jjcvx (V1) nds -|| 0 9 9 lnds 
Ss s| OX Gy oz 
VU, 0 0 
-J 


注意 到 k.nds=dzxdy 
j.nds=—dzxdz 
最 后 式 的 负 号 是 因为 ，> 是 x 和 的 函数 ， 当 dy> 0 时 ,着 dz 
0，n 在 y 方 向 的 问 量 分 量 与 相反。 
于 是 


人 cvx (vi)l:nds = - 代 Sv: dz> 十 和 dy )az 


rn 


作客 


式 中 ， 圆 括号 内 的 项 ， 当 保持 z 时 , dz 一 -92_dy ,因而 ， 


Oy 
0v, OU OV, 02 OV 
3 dz 十 也 d 


5 By yy 十 dy YT dv, 
所 以 上 式 变 为 
| Vx Co) jnds= -| dz [av, 


对 于 等 式 石 边 的 积分 ， 注 意 到 2 二 (x,y)， 在 沿 平面 曲线 栈 正 向 
进行 时 dz 过 0 ( 当 y=y; 时 ) 及 dz 人 < 0 ( 当 y=yl 时 ) ， 于 是 有 


-| dx Ce ~ (ov,f Ce,y) 
一 DZ f(Y, y1)) ] dx = CHROLE 


— :dy 一 


se 人 9 .. 


因为 在 六 上 每 扎 (z,y) 处 vv 的 值 与 在 C 上 点 (z,y，,z) 处 的 值 相 同 ， 
而 且 这 两 条 曲线 dx 也 相同 ， 故 有 


¢ v(x,y)dz= 中 UV (wr, Y,2)dr 
Jr C 


({{vx op jnas= 中 roada 


同 理 ， 将 曲面 投影 到 其 它 坐 标 面 上 ， 有 
I x (vy ) ] mas 一 中 vzy, a) dy 


| Vx (vk) | nds = 中 wzoa)ds 


” 想 加 上 面 三 式 ， 得 
[fvxwnds= vdr : 
4， 平面 格林 定理 
设 R 是 oxy 平面 上 由 一 简单 封 合 曲 线 所 围 的 区 域 ，M (x,y) 


和 N (x,y) 在 R 上 连续 且 存在 连续 导数 。 这 时 ， 平 面 格 林 定理 表 
示 为 


中 Mart+Nay) - ||( 信 -5 )dzay (111) 
天 


式 中 ， 围 线 积分 外 沿 C 的 正 向 完成 ， C 以 逆 时 针 直 向 为 正 。: 现 
证 明 如 下 ， : 

由 图 附 一 23， 假 设 任何 平 
行 于 坐标 轴 的 直线 与 闭合 曲线 
C 至 多 有 两 个 交点 。 

令 胆 线 A4EB 的 方程 为 y= 
yi(X) , Af 忆 的 方程 为 y = 
yz) ,考虑 积分 


eds By 


图 附 一 23 
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和 iy = Ys (7) 
Mn Why 0 
b 
-| (Mz,y2) 一 Mr ]az 
=- 一 | Ms,y)dr —) M(z,y) dz : 


= 一 中 Mdzx 
于 是 


bp_ Mdz =- ) SF dady 
类 似 地 推导 ， 得 


ve- 人 as 
R 


相 加 上 而 二 式 旭 得 所 证 。 

对 于 平行 于 坐标 轴 的 直线 与 C 有 多 于 两 个 交点 的 情形 ， 平 面 
格林 定理 仍然 成 立 ， 证 明 时 可 将 尺 分 为 若干 个 子 域 ， 使 每 个 子 域 
都 符合 所 要 求 的 条 件 ， 分 别 证 明 然 后 相 加 即 可 。 

利用 问 量 ， 式 〈111) 可 以 表示 为 两 种 形式 ， 即 

中 adr -~ (fw x ay .RdR (112) 


坊 


中 bends =||v:baR (b=ax ky) (113) 


R 


上 面 二 式 中 的 dR=dxdy，ds 是 弧 长 的 微分 。 

置 a= 二 Mit+NI, T= 二 Xi+yj)， 代 入 式 (112》 即 得 到 式 
(111》 。 

如 设 t 是 沿 曲 线 C 的 单位 切 问 问 量 ，t=k x n， 则 dr=tds 
置 b 一 a x 玉 代入 式 (113) 即 得 到 式 (111) 。 

实际 上 ， 平 面 格林 定理 是 斯 托 克 斯 定理 的 特殊 情形 。 
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